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la  parabole,  pour  avoir  l'anomalie  vraie,  correspondante  au  même 

temps  ,  dans  une  ellipse  fort  excentrique  n°.  25 

Théorie  du  mouvement  hyperbolique  .  .  n°.  24 

Détermination  du  rapport  des  masses  des  planètes  accompagnées  de  satel- 
lites ,  à  celle  du  soleil  n°.  25 

CHAP.  IV.  Détermination  des  élémens  du  mouvement  elliptique- 
 '9° 

Formules  qui  donnent  ces  élémeus,  lorsque  les  circonstances  du  mouve- 
ment primitif  sont  connues.  Expression  de  la  vitesse  ,  indépendante  de 
l'excentricité  de  l'orbite.  Dans  la  parabole  ,  la  vitesse  est  réciproque  a 
la  racine  quarrée  du  rayon  vecteur  n°.  26 

Recherche  de  la  relation  qui  existe  entre  le  grand  axe  de  l'orbite,  la  corde 
de  l'arc  décrit,  le  temps  employé  à  le  décrire  ,  et  la  somme  des  rayons 
vecteurs  extrêmes   ~.  n°.  27 

Moyen  le  plus  propre  pour  déterminer  par  les  observations  ,  les  élémens 
des  orbites  des  comètes  n°.  28 

Formules  pour  avoir  d'après  un  nombre  quelconque  d'observations 
voisines ,  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  d'une  comète,  à  un 
instant  donné  ,  ainsi  que  leurs  premières  et  secondes  différences.  n°.  29 

Méthode  générale  pour  déduire  des  équations  différentielles  du  mouvement 
d'un  système  de  corps,  les  élémens  des  orbites,  en  supposant  connues 
pour  un  instant  donné ,  les  longitudes  et  les  latitudes  apparentes  de 
ces  corps,  ainsi  que  les  premières  et  secondes  différences  de  ces  quan- 
tités n°.  5o 

Application  de  cette  méthode,  au  mouvement  des  comètes,  en  les  suppo- 
sant animées  par  la  seule  attraction  du  soleil  :  elle  donne  par  une  équa- 
tion du  septième  degré,  la  distance  de  la  comète  à  la  terre.  La  seule 
inspection  de  trois  observations  consécutives  très- voisines,  suffit  pour 
reconnoitre  si  la  comète  est  plus  près  ou  plus  loin  que  la  terre ,  du 
soleil  n°.  3i 

Méthode  pour  avoir  aussi  exactement  que  l'on  voudra,  en  n'employant 
que  trois  observations,  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  d'une 
comète ,  ainsi  que  leurs  premières  et  secondes  différences  divisées  par 
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les  puissances  correspondantes  de  l'élément  du  temps  n°.  02 

Détermination  des  élémens  de  l'orbite  de  la  comète  ,  lorsque  l'on  connoît 
pour  un  instant  donné ,  sa  distance  à  la  terre ,  et  la  première  différen- 
tielle de  cette  distance,  divisée  par  l'élément  du  temps.  Moyen  simple 
d'avoir  égard  à  l'excentricité  de  l'orbe  terrestre  n°.  55 

Dans  le  cas  de  l'orbite  parabolique,  le  grand  axe  devenant  infini,  cette 
condition  donne  une  nouvelle  équation  du  sixième  degré ,  pour  déter- 
miner la  distance  de  la  comète  à  la  terre  n°.  54 

De-là  résultent  diverses  méthodes  pour  calculer  les  orbites  paraboliques. 
Recherche  de  celle  dont  on  doit  attendre  le  plus  de  précision  dans  les 
résultais,  et  le  plus  de  simplicité  dans  le  calcul  nos.  55  et  56 

Cette  méthode  se  divise  en  deux  parties  :  dans  la  première ,  on  détermine 
d'une  manière  approchée  ,  la  distance  périhélie  de  la  comète  ,  et  l'ins- 
tant de  son  passage  au  périhélie:  dans  la  seconde  ,  on  donne  le  moyen 
de  corriger  ces  deux  élémens ,  par  trois  observations  éloignées  entr'elles , 
et  l'on  en  déduit  tous  les  autres  n°.  5y 

Détermination  rigoureuse  de  l'orbite ,  dans  le  cas  où  la  comète  a  été 
observée  dans  ses  deux  nœuds  n°.  58 

Méthode  pour  déterminer  l'ellipticité  de  l'orbite,  dans  le  cas  d'une  ellipse 
très-excentrique  n5.  5y 

C  H  A  P.  V.  Méthodes  générales  pour  déterminer  par  des  approxi- 
mations successives ,  les  mouvemens  des  corps  célestes.  .  .  .  235 

Recherche  des  changemens  que  l'on  doit  faire  subir  aux  intégrales  des 
équations  différentielles,  pour  avoir  celles  des  mêmes  équations  aug- 
mentées de  certains  termes   n°.  4o 

On  en  déduit  un  moyen  simple  d'avoir  les  intégrales  rigoureuses  des 
équations  différentielles  linéaires ,  lorsque  l'on  sait  intégrer  ces  mêmes 
équations  privées  de  leurs  derniers  termes  n°.  4i 

On  en  déduit  encore  un  moyen  facile  pour  obtenir  des  intégrales  de  plus 
en  plus  approchées  ,  des  équations  différentielles  n°.  4  a 

Méthode  pour  faire  disparoître  les  arcs  de  cercle,  qui  se  trouvent  dans  les 
intégrales  approchées,  lorsqu'il  ne  doit  pas  s'en  trouver  dans  l'intégrale 
rigoureuse  n°.  45 

Méthode  d'approximation ,  fondée  sur  la  variation  des  constantes  arbi- 
traires n".  45 
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orbites  •  
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Ces  inégalités  naissent  des  termes  qui ,  dans  l'expression  des  perturbations , 
renferment  le  temps,  hors  des  signes  périodiques.  Equations  différen- 
tielles des  élémens  du  mouvement  elliptique  ,  qui  font  disparoître  ces 

 n°,  55 

termes.  ,  ,  ,  ,  .  ,  • 

Si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  les 
moyens  mouvemens  des  planètes  sont  uniformes,  et  les  grands  axes  de 

J                                   1  n°  r)4 

leurs  orbites,  sont  cpnstans  1  "  ' 

Développement  des  équations  différentielles  relatives  aux  excentricités  et 
à  la  position  des  périhélies,  dans  un  système  quelconque  d'orbites  peu 
excentriques  et  peu  inclinées  entr'elles  n  .  55 

Intégration  de  ces  équations,  et  détermination  par  les  observations,  des 
arbitraires  de  leurs  intégrales  n  .  00 

Le  système  des  orbes  des  planètes  et  des  satellites  ,  est  stable  relativement 
aux  excentricités,  c'est-à-dire  que  ces  excentricités  restent  toujours 
fort  petites,  et  le  système  ne  fait  qu'osciller  autour  d'un  état  moyen 
d'ellipticité,  dont  il  s'écarte  peu.  ,  1  n°-  57 
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Expressions  différentielles  des  variations  séculaires  de  l'excentricité  et  de 
la  position  du  périhélie  n°-  ^° 

Intégration  des  équations  différentielles  relatives  aux  nœuds  et  aux  incli- 
naisons des  orbites.  Dans  le  mouvement  d'un  système  d'orbites  très- 
peu  inclinées  entr'elles  ,  leurs  inclinaisons  mutuelles  restent  toujours 
très-petites  n°.  5^ 

Expressions  différentielles  des  variations  séculaires  des  noeuds  et  des  incli- 
naisons des  orbites;  i°.  par  rapport  à  un  plan  fixe;  2°.  par  rapport  à 
l'orbite  mobile  d'un  des  corps  du  système  n°.  60 

Relations  générales  entre  les  élémens  elliptiques  d'un  système  d'orbites  , 
quelles  que  soient  leurs  excentricités,  et  leurs  inclinaisons  respec- 
tives.  n°.  61 

Recherche  du  plan  invariable  ou  sur  lequel  la  somme  des  masses  des  corps 
du  système,  multipliées  respectivement  par  les  projections  des  aires 
décrites  par  leurs  rayons  vecteurs,  dans  un  temps  donné,  est  un 
maximum.  Détermination  du  mouvement  de  deux  orbites  inclinées 
l'une  à  l'autre,  d'un  angle  quelconque  n°.  62 

CHAP.  VIII.  Seconde  méthode  d'approximation  des  mouvemens 
célestes  5s  1 

Cette  méthode  est  fondée  sur  les  variations  que  les  élémens  du  mouvement 
supposé  elliptique ,  éprouvent  en  vertu  des  inégalités  périodiques  et  sécu- 
laires. Méthode  générale  pour  déterminer  ces  variations.  Les  équations 
finies  du  mouvement  elliptique,  et  leurs  premières  différentielles,  sont 
les  mêmes  dans  l'ellipse  variable,  que  dans  l'ellipse  invariable.   n°.  65 

Expressions  dés  élémens  du  mouvement  elliptique,  dans  l'orbite  troublée, 
quelles  que  soient  son  excentricité  et  son  inclinaison  au  plan  des  orbites 
des  masses  perturbatrices  n°.  65 

Développement  de  ces  expressions,  dans  le  cas  des  orbites  peu  excen- 
triques et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres.  En  considérant  d'abord  les 
moyens  mouvemens  et  les  grands  axes  ;  oti  prouve  que  si  l'on  néglige 
les  quarrés  et  les  produits  des  forces  perturbatrices,  ces  deux  élémens 
ne  sont  assujétis  qu'à  des  inégalités  périodiques  ,  dépendantes  de  la 
configuration  des  corps  du  système.  Si  les  moyens  mouvemens  de  deux 
planètes  approchent  beaucoup  d'être  commensurables  entr'eux;  il  peut 
en  résulter  dans  leur  longitude  moyenne,  deux  inégalités  très-sen- 
sibles, affectées  de  signes  contraires,  et  réciproques  aux  produits  des 
niasses  des  corps ,  par  les  racines  quarrées  des  grands  axes  de  leurs 
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orbites.  C'est  à  de  semblables  inégalités  que  sont  dûs  l'accélération 
du  mouvement  de  Jupiter  et  le  ralentissement  de  celui  de  Saturne. 
Expressions  de  ces  inégalités ,  et  de  celles  que  le  même  rapport  des 
moyens  mouvemens  ,  peut  rendre  sensibles  dans  les  termes  dépendans 
de  la  seconde  puissance  des  masses  perturbatrices  n°.  65 

Examen  du  cas  où  les  inégalités  les  plus  sensibles  du  moyen  mouvement, 
ne  se  rencontrent  que  parmi  les  termes  de  l'ordre  du  quarré  des  masses 
perturbatrices.  Cette  circonstance  très-remarquable  a  lieu  dans  le  sys- 
tème des  satellites  de  Jupiter,  et  l'on  en  déduit  ces  deux  théorèmes: 

Le  moyen  mouvement  du  premier  satellite ,  moins  trois  fois  celui  du 
second ,  plus  deux  fois  celui  du  troisième  ,  est  exactement  et  constamment 
égal  à  zéro. 

La  longitude  moyenne  du  premier  satellite  ,  moins  trois  fois  celle  du 
second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  constamment  égale  à  deux 
angles  droits. 

Ces  théorèmes  subsistent  malgré  l'altération  que  les  moyens  mouvemens 
des  satellites  peuvent  recevoir,  soit  par  une  cause  semblable  à  celle  qui. 
altère  le  moyen  mouvement  de  la  lune ,  soit  par  la  résistance  d'un, 
milieu  très -rare.  Ces  théorèmes  donnent  naissance  à  une  inégalité 
arbitraire  qui  ne  diffère  pour  chacun  des  trois  satellites  que  par  son 
coefficient ,  et  qui  par  les  observations ,  est  insensible  n°.  66 

Equations  différentielles  qui  déterminent  les  variations  des  excentricités 
et  des  périhélies  n  .  07 

Développement  de  ces  équations.  Les  valeurs  de  ces  élémens  sontformées 
de  deux  parties ,  l'une  dépendante  de  la  configuration  mutuelle  des 
corps  du  système  ,  et  qui  contient  les  variations  périodiques  ;  l'autre 
indépendante  de  cette  configuration  ,  et  qui  renferme  les  variations 
séculaires.  Cette  seconde  partie  est  donnée  par  les  mêmes  équations 
différentielles  que  l'on  a  considérées  précédemment  n°.  68 

Moyen  très  -  simple  d'obtenir  les  variations  qui  résultent  du  rapport 
presque  commensurable  des  moyens  mouvemens ,  dans  les  excentri- 
cités et  les  périhélies  des  orbites  :  elles  sont  liées  à  celles  du  moyen 
mouvement,  qui  y  correspondent.  Elles  peuvent  produire  dans  les 
expressions  séculaires  des  excentricités  et  de  la  longitude  des  périhé- 
lies ,  des  termes  sensibles  dépendans  des  quarrés  et  des  produits  des 

forces  perturbatrices.  Détermination  de  ces  termes  n°.  6g 

Des  variations  des  noeuds  et  des  inclinaisons  des  orbites.  Equations  qui 

déterminent  leurs  valeurs  périodiques  et  séculaires  n°.  70 

Moyen  facile  d'obtenir  les  inégalités  qui  résultent  dans  ces  élémens ,  du 

rapport 
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rapport  presque  commensurable  des  moyens  mouvemens  :  elles  sont 
liées  aux  inégalités  analogues  du  moyen  mouvement  n°.  71 

Recherche  de  la  variation  qu'éprouve  la  longitude  de  l'époque.  C'est  do 
cette  variation,  que  dépend  l'équation  séculaire  de  la  lune.  .  n°.  72 

Réflexions  sur  les  avantages  que  la  méthode  précédente  fondée  sur  la 
variation  des  paramètres  des  orbites  ,  présente  dans  plusieurs  circons- 
tances :  moyen  d'en  conclure  les  variations  de  la  longitude ,  de  la  lati- 
tude et  du  rayon  vecteur*  n°f  ?5 
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C  H  A  P.  I.  Des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  terminés 
par  des  surfaces  du  second  ordre  5 

Méthode  générale  pour  transformer  une  différentielle  triple,  dans  une 
autre  relative  à  trois  nouvelles  variables:  application  de  cette  méthode 
aux  attractions  des  sphéroïdes  n°.  1 

Formules  des  attractions  des  sphéroïdes  homogènes  terminés  par  des 
surfaces  du  second  ordre  n°.  2 

Des  attractions  de  ces  sphéroïdes,  lorsque  le  point  attiré  est  placé  dans 
leur  intérieur  ou  à  leur  surface  :  réduction  de  ces  attractions,  aux  qua- 
dratures qui,  lorsque  le  sphéroïde  est  de  révolution ,  se  changent  en 
expressions  finies.  Un  point  situé  au-dedans  d'une  couche  elliptique 
dont  les  surfaces  intérieure  et  extérieure  sont  semblables  et  sembla- 
blement  situées,  est  également  attiré  de  toutes  parts  n°.  3 

Des  attractions  d'un  sphéroïde  elliptique  ,  sur  un  point  extérieur  : 
équation  remarquable  aux  différences  partielles  ,  qui  a  lieu  entre  ces 
attractions.  Si  l'on  fait  passer  par  le  point  attiré  ,  un  second  ellipsoïde 
qui  ait  le  même  centre  ,  la  même  position  des  axes  et  les  mêmes 
excentricités  que  le  premier;  les  attractions  des  deux  ellipsoïdes  seront 
dans  le  rapport  de  leurs  masses  n"\  4,  5  et  6 

Réduction  des  attractions  du  sphéroïde  ,  aux  quadratures  qui  se  chan- 
gent en  expressions  finies ,  lorsque  le  sphéroïde  est  de  révolution.  .  n".  7 
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Rapport  très -simple  qui  en  résulte,  entre  l'expression  en  série,  de  leur 
attraction  sur  un  point  extérieur,  et  leur  rayon  développé  dans  une 
suite  de  fonctions  d'un  genre  particulier,  données  parla  nature  même 
des  attractions,  et  qui  sont  du  plus  grand  usage  dans  la  théorie  de  la 
figure  et  des  mouvemens  des  sphéroïdes,  et  dans  celle  des  oscillations 
des  fluides  qui  les  recouvrent  n°.  1 1 

Théorème  général  sur  l'intégration  définie  des  différentielles  doubles  qui 
sont  le  produit  de  deux  de  ces  fonctions  ;  simplification  des  expres- 
sions du  rayon  du  sphéroïde  et  de  son  attraction  ,  lorsque  l'on  fixe 
l'origine  du'rayon,  au  centre  de  gravité  du  sphéroïde.  ....  n°.  12 

Des  attractions  des  sphéroïdes  sur  un  point  placé  dans  leur  intérieur, 
et  d'une  couche  ,  sur  un  point  situé  au-dedans.  Conditions  pour  que 
le  point  soit  également  attiré  de  toutes  paris  n°.  i5 

Des  attractions  des  sphéroïdes  très-peu  différens  de  la  sphère,  et  formés 
de  couches  variables  suivant  des  loix  quelconques  n°.  il 

Extension  des  recherches  précédentes  \  aux  sphéroïdes  quelconques  ; 
réduction  de  leurs  attractions,  en  séries  d'une  forme  très -simple; 
solution  nouvelle  qui  en  résulte  ,  du  problême  des  attractions  des 
sphéroïdes  elliptiques  nos.  ^      et  ^ 

CHAP.  III.  De  la  figure  d'une  masse  fluide  homogène  en  équi- 
libre,  et  douée  d'un  mouvement  de  rotation  5Q 

Equation  générale  de  sa  surface  dans  l'état  d'équilibre  :  l'ellipsoïde  satis- 
fait à  cette  équation.  Détermination  de  cet  ellipsoïde.  Les  pesanteurs 
au  pôle  et  à  l'équateur  sont  dans  le  rapport  du  diamètre  de  l'équateur 
à  l'axe  des  pôles.  Deux  figures  elliptiques  et  non  davantage  ,  satisfont 
à  un  mouvement  angulaire  de  rotation,  donné;  et  relativement  à  la 
terre  supposée  homogène  ,  le  diamètre  de  l'équateur  est  à  l'axe  des 
pôles,  comme  68o,4q  est  à  l'unité,  dans  l'ellipsoïde  le  plus  npplali;  et 
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comme  251,7  est  à  23o,7  ,  dans  l'ellipsoïde  le  moins  applati.  Une 
masse  fluide  homogène  ne  peut  être  en  équilibre  avec  une  figure  ellip- 
tique ,  que  dans  le  cas  où  la  durée  de  sa  rotation  surpasse  le  produit 
de  o''ioo9,  Par  *a  racine  quarrée  du  rapport  de  la  moyenne  densité  de 

la  terre  ,  à  celle  de  la  masse  noS.  18,  19  et  20 

Si  la  durée  primitive  de  rotation  est  moindre  que  cette  limite;  elle  aug- 
mente par  l'applatissement  de  la  masse  fluide;  et  quelles  que  soient  les 
forces  primitivement  imprimées  ,  le  fluide,  en  vertu  de  la  ténacité  de 
ses  parties,  se  fixe  à  la  longue ,  à  une  figure  elliptique  permanente,  qui 
est  unique  et  déterminée  par  la  nature  de  ces  forces.  L'axe  de  rotation 
est  celui  qui  passant  par  le  centre  de  gravité,  étoit  à  l'origine  ,  l'axe  du 
plus  grand  moment  des  forces  ......  nc.  21 

CHAP.  IV.  De  la  figure  d'un  sphéroïde  très-peu  différent  d'une 
sphère ,  et  recouvert  d'une  couche  de  fluide  en  équilibre.  ...  63 

Equation  générale  de  l'équilibre  n°.  22 

Développement  de  cette  équation  ,  lorsque  les  forces  dont  le  fluide  est 
animé,  sont  dues  à  la  force  centrifuge  du  mouvement  de  rotation 
aux  attractions  du  fluide  et  du  sphéroïde,  et  à  des  attractions  exté- 
rieures n°.  25 

Equation  de  l'équilibre ,  lorsque  le  sphéroïde  et  le  fluide  sont  homogènes 
et  de  même  densité.  Expression  du  rayon  du  sphéroïde  et  de  la  pesan- 
teur,  à  la  surface.  S'il  n'y  a  point  d'attractions  étrangères,  cette  surface 
est  elliptique,  et  l'ellipticité  est  £  du  l'apport  de  la  force  centrifuge  à  la 
pesanteur:  la  diminution  du  rayon  du  sphéroïde,  de  l'équateur  aux 
pôles,  est  proportionnelle  au  quarré  du  sinus  de  la  latitude ,  et  si  l'on 
prend,  pour  unités,  le  rayon  et  la  pesanteur  aux  pôles;  l'accroisse- 
ment de  la  pesanteur  est  égale  à  la  diminution  du  rayon.  .  nos.  24  et  25 

Démonstration  directe  et  indépendante  des  séries,  que  la  figure  elliptique 
est  alors  la  seule  qui  convient  à  l'équilibre  n°.  26 

Dans  quelques  cas ,  une  masse  fluide  homogène  qui  recouvre  une  sphère , 
peut  avoir  une  infinité  de  figures  différentes  d'équilibre.  Détermination 
de  ces  figures  n°\  2?  et  ^3 

Equation  générale  de  l'équilibre  des  couches  fluides  de  densités  variables 
qui  recouvrent  un  sphéroïde.  n°.  •'9' 

Examen  du  cas  où  le  sphéroïde  est  entièrement  fluide.  S'il  n'y  a  point 
d'attractions  étrangères  ,  le  sphéroïde  est  alors  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion :  les  densités  vont  en  diminuant ,  et  les  ellipticités  vont  en  aug- 
»  c  2 
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menlant,  du  centre  à  la  surface.  Les  limites  de  l'applatissement  sont 
i  et  i  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur.  Equation  de  la 
courbe  dont  les  élémens  sont  dans  la  direction  de  la  pesanteur ,  du  cen  tre 
à  la  surface  n°.  5o- 

Simplification  de  l'expression  des  rayons  d'un  sphéroïde  recouvert  d'un 
fluide  en  équilibre,  lorsque  Ton  fixe  l'origine  de  ces  rayons,  au  centre 
de  gravité  de  la  masse  entière  que  l'on  suppose  tourner  autour  d'un  de 
ses  axes  principaux  n°s  5i  et  02 

Rapports  très-simples  de  la  pesanteur,  de  la  longueur  du  pendule  et  des 
degrés  sur  le  sphéroïde ,  à  l'expression  de  son  rayon.  Moyen  facile  qui 
en  résulle,  de  vérifier  par  l'observation ,  les  hypothèses  que  l'on  peut 
imaginer  sur  les  loix  de  la  variation  des  degrés  et  de  la  pesanteur. 
L'hypothèse  de  Bouguer,  suivant  laquelle  la  variation  des  degrés  de 
l'équateur  aux  pôles,  est  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  du 
sinus  de  la  latitude,  est  incompatible  avec  les  observations  du  pendule. 
Raison  pour  laquelle  les  aberrations  de  la  figure  elliptique,  sont  beau- 
coup plus  sensibles  dans  les  degrés  du  méridien,  que  dans  les  longueurs 
du  pendule  .  .  *  n°.  55 

Les  couches  du  sphéroïde  étant  supposées  elliptiques;  la  figure  du  fluide 
qui  lerecouvre ,  est  pareillement  elliptique  :  les  variations  des  rayons  ter- 
restres ,  des  degrés  du  méridien  et  de  la  pesanteur,  sont  alors  proportion- 
nelles au  quarré  du  sinus  de  la  latitude  :  la  variation  totale  de  la  pesan- 
teur, de  l'équateur  aux  pôles,  divisée  par  la  pesanteur,  est  autant  au- 
dessus  ou  au-dessous  de  \  du  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur, à  l'équateur,  que  l'ellipticité  est  au-dessous  ou  au-dessus  de  la 
même  quantité  n°.  54 

Expressions  de  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques,  sur  un  point  exté- 
rieur n°.  55 

De  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  d'un  sphéroïde  fluide  homogène  , 
l'attraction  étant  comme  une  puissance  de  la  distance.  n°.  56 

Moyen  d'avoir  égard  dans  la  recherche  de  la  figure  des  sphéroïdes  recou- 
verts d'un  fluide  en  équilibre,  aux  termes  dépendans  du  quarré  et  des 
puissances  supérieures  delà  force  centrifuge.  On  peut  assurer  que  l'équi- 
libre du  fluide ,  est  rigoureusement  possible  ;  quoique  l'on  ne  puisse  en 
assigner  la  figure,  que  par  des  approximations  successives.  .  .  .  n\  57 

C  H  A  P.  V.  Comparaison  de  la  théorie  précédente ,  avec  les  obser- 
vations 109 

Equations  de  la  courbe  des  méridiens  terrestres  ,  et  de  celle  que  l'on  trace 


DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE,  xxj 
parles  opérations  géodésiques.  Expressions  de  la  longitude,  delà  lati- 
tude et  de  l'angle  azimuthal ,  correspondans  aux  extrémités  d'une  ligne 
géodésique  tracée  sur  la  terre,  soit  parallèlement,  soit  perpendiculaire- 
ment au  plan  du  méridien  céleste.  Expression  générale  du  rayon  oscil- 
lateur d'une  ligne  géodésique.  Parmi  toutes  les  lignes  géodésiques  qui 
partent  d'un  même  point,  il  en  existe  deux  perpendiculaires  enlr'elles, 
et  auxquelles  correspondent  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon  oscula- 
teur.  Ces  rayons  étant  donnés,  ainsi  que  la  position  de  ces  lignes;  il 
est  facile  d'en  conclure  le  rayon  oscillateur  d'une  ligne  géodésique  quel- 
conque ,  passant  par  le  même  point.  On  peut  toujours  concevoir  un 
ellipsoïde  osculateur,  à  un  point  quelconque  delà  surface  de  la  terre: 
moyen  de  le  déterminer  n°.  58 

Méthodes  pour  déterminer  la  figure  elliptique  dans  laquelle  le  plus  grand 
écart  des  degrés  mesurés,  est,  abstraction  faite  du  signe,  le  plus  petit 
qu'il  est  possible  n°.  09 

Méthode  pour  déterminer  la  figure  elliptique  dans  laquelle  i°.  la  somme 
des  erreurs  des  arcs  mesurés,  est  nulle;  2°.  la  somme  des  erreurs  prises 
toutes  positivement,  est  un  minimum  n°.  4o 

Application  de  ces  méthodes ,  aux  degrés  des  méridiens ,  mesurés  au  Pérou , 
au  Cap  de  Bonne-Espérance ,  en  Pensylvanie,  en  Italie,  en  France, 
en  Autriche  et  en  Laponie.  Dans  l'hypothèse  elliptique  ,  on  ne  peut 
pas  éviter  une  erreur  de  189  mètres  ,  sur  quelques-uns  de  ces  degrés  : 
l'ellipticité  qui  correspond  à  ce  minimum  d'erreur,  est  -^j.  La  figure 
elliptique  dans  laquelle  la  somme  des  erreurs  des  arcs  mesurés ,  est 
nulle,  et  la  somme  des  erreurs  prises  positivement  est  un  minimum, 
a  pour  ellipticité  ,  T|I.  Cette  figure  donne  556  mètres  d'erreur,  dans  le 
degré  mesuré  en  Pensylvanie.  Résultats  principaux  des  opérations 
faites  nouvellement  en  France  ,  par  Delambre  et  Mechain  :  il  suffit 
d'altérer  de  4",4  les  latitudes  observées,  pour  concilier  ces  mesures 
avec  une  figure  elliptique.  L'ellipticité  correspondante  à  ce  minimum 
d'erreur ,  est  ,7^77,  et  le  degré  du  méridien,  coupé  également  par  le  paral- 
lèle moyen ,  est  de  99984  mét,'e!,8.  Qet  e]iipSOïde  que  l'on  peut  regarder 
comme  l'ellipsoïde  osculateur  delà  France,  satisfait  encore  à  très-peu 
près  aux  mesures  faites  en  Angleterre,  en  Italie  et  dans  l'Autriche  .,  et 
même  à  celles  de  Pensylvanie  et  de  Laponie.  L'arc  mesuré  nouvelle- 
ment en  France ,  comparé  à  celui  du  Pérou ,  donne  ~  pour  l'ellipticité 
de  la  terre:  longueur  du  mètre,  conclue  de  ces  mesures.  Quelle  que 
soit  la  figure  de  la  terre,  par  cela  seul  que  les  degrés  des  méridiens 
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diminuent  des  pôles  àl'équateur;  les  rayons  terrestres  augmentent,  et 
la  terre  est  applalie  à  ses  pôles  n°.  4i 

Application  des  méthodes  des  n°\  59  et  4o,  à  quinze  observations  de  la 
longueur  du  pendule  à  secondes.  On  peut  concilier  toutes  ces  observa- 
tions, avec  une  figure  elliptique,  en  n'y  admettant  qu'une  erreur  de 
dix-huit  cent  millièmes  de  cette  longueur  :  l'ellipticité  de  la  figure  cor- 
respondante à  ce  minimum  d'erreur,  est  jfy.  Détermination  de  la  figure 
elliptique  la  plus  vraisemblable  que  ces  observations  donnent  à  la  terre; 
l'ellipticité  de  celte  figure  est       Expression  générale  de  la  longueur 


du  pendule  à  secondes.  n°.  43 

De  la  figure  de  Jupiter  :  son  applatissement  observé  est  dans  les  limites  que 
lui  assigne  la  théorie  de  la  pesanteur  n°.  45 

CHAP.  VI.  De  la  figure  de  l'anneau  de  Saturne  i55 


Expression  générale  de  l'attraction  des  anneaux ,  quelle  que  soit  leur  figure 
génératrice.  Application  au  cas  où  cette  figure  est  une  ellipse.  .  .  nu.  44 

Un  anneau  étant  supposé  fluide  et  homogène,  l'équilibre  peut  subsister 
avec  une  figure  génératrice  elliptique:  détermination  de  cette  figure. 
La  durée  de  la  rotation  de  l'anneau  est  la  même  que  celle  de  la  révolu- 
tion d'un  satellite  qui  çirpuleroit  autour  de  la  planète,  à  une  distance 
égale  à  celle  du  centre  de  la  figure  génératrice  :  cette  durée  est  d'environ 
o '-,44  pour  l'anneau  intérieur  de  Saturne   n°.  45 

pour  la  stabilité  de  l'équilibre  des  anneaux,  il  est  nécessaire  qu'ils  soient 
des  solides  irréguliers  dont  le  centre  de  gravité  ne  coïncide  point  avec 
leur  centre  de  figure,  .  ,  .  ,  n°,  46 

CHAP.  VII,  De  la  figure  des  atmosphères  des  corps  célestes.  167 

Equation  générale  de  cette  figure.  L'atmosphère  solaire  ne  peut  pas 
s'étendre  jusqu'à  l'orbe  de  Mercure:  elle  n'a  pas  la  forme  lenticulaire 
que  paroît  avoir  la  lumière  zodiacale,  et  dans  le  cas  de  son  plus  grand 
applatissement,  l'axe  du  pôle  est  à  celui  de  l'équateur ,  dans  le  rapport 
de  2  à  5  ,  ,  ,  ,  .  .  ,  n°,  4; 
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LIVRE  IV. 

Des  oscillatioîis  de  la  mer  et  de  l'atmosphère  171 

CHAP.  I.  Théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer  ibid. 

Equations  différentielles  du  mouvement  de  la  mer  sollicitée  par  les  forces 
attractives  du  soleil  et  de  la  lune  n°.  l 

Application  de  ces  équations  au  cas  où  la  terre  n'ayant  point  de  mou- 
vement de  rotation ,  la  profondeur  de  la  mer  est  constante.  Expression 
générale  de  la  hauteur  de  la  mer  et  de  ses  mouvemens  dans  cette 
hypothèse.  L'équilibre  delà  mer  n'est  alors  stable,  qu'en  supposant 
sa  densité  moindre  que  la  moyenne  densité  de  la  terre  n°.  2 

Application  des  mêmes  équations  ,  au  cas  où  la  terre  ayant  un  mouve- 
ment de  rotation  ,  sa  profondeur  est  une  fonction  quelconque  de  la 
latitude.  Equation  différentielle  des  oscillations  de  la  mer,  dans  celle 
hypothèse  :  il  n'est  pas  nécessaire  de  l'intégrer  rigoureusement  ;  il 
suffit  d'y  satisfaire.  L'action  du  soleil  et  de  la  lune  donne  lieu  à  trois 
espèces  différentes  d'oscillations  ;  dans  la  première ,  la  période  des 
oscillations  est  indépendante  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre  ; 
dans  la  seconde  ,  cette  période  est  d'environ  ,  un  jour  ;  et  dans  la 
troisième,  elle  est  à  peu  près  d'un  demi-jour  u°s.  5  et  4 

Examen  des  oscillations  de  la  première  espèce  ,  en  supposant  la  terre  un 
ellipsoïde  de  révolution.  Détermination  de  ces  oscillations,  lorsque  la 
profondeur  de  la  mer  est  à  très-peu  près  constante.  La  partie  de  ces 
oscillations,  qui  dépend  du  mouvement  des  noeuds  de  l'orbe  lunaire, 
peut  être  très-considérable;  mais  ces  grandes  oscillations  sont  anéan- 
ties par  les  résistances  que  la  mer  éprouve  dans  son  mouvement.  En 
vertu  de  ces  résistances,  ces  oscillations  sont  à  fort  peu  près,  les 
mêmes  que  si  la  mer  se  mettoit  à  chaque  instant  en  équilibre  sous  l'astre 
1ui   n".  5  et  6 

Des  oscillations  de  la  seconde  espèce.  Détermination  de  ces  oscillations 
lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  à  très-peu  près  constante. .  .  n°.  n 

Expression  très-simple  des  mêmes  oscillations,  lorsque  la  terre  est  un 
ellipsoïde  quelconque  de  révolution.  La  différence  des  deux  marées 
d'un  même  jour  ,  dépend  de  ces  oscillations.  Cette  différence  est  mille , 
lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  par- tout  la  même  n°.  8 

Des  oscillations  de  la  troisième  espèce.  Détermination  de  ces  oscillations, 
lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  à  très-peu-près  constante.  •   \v,  9 
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Expression  numérique  de  ces  oscillations ,  et  du  flux  et  reflux  de  la  mer, 
dans  diverses  suppositions  sur  sa  profondeur  supposée  par -tout  la 
même.  En  augmentant  cette  profondeur,  les  oscillations  de  la  troisième 
espèce,  approchent  très-rapidement  d'être  les  mêmes  que  si  la  mer  se 
mettoità  chaque  instant  en  équilibre  sous  l'astre  qui  l'attire.  n"s.  îoet  il 
Détermination  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  dans  cette  dernière  hypo- 
thèse. Les  deux  marées  d'un  même  jour ,  seroient  alors  très-différentes 
àBrest,  dans  les  grandes  déclinaisons  du  soleil  et.  de  la  lune;  ce  qui  étant 
contraire  aux  observations ,  rend  l'hypothèse  dont  il  s'agit,  inadmis- 

 n°.  12 

sible  

C  H  A  P.  II.  Delà  stabilité  de  l'équilibre  des  mers  2o4 

Premier  théorème.  L'équilibre  de  la  mer  est  stable,  si  sa  densité  est 
moindre  que  la  densité  moyenne  de  la  terre  n°.  i5 

Deuxième  théorème.  La  terre  étant  supposée  un  solide  de  révolution, 
l'équilibre  delà  mer  n'est  pas  stable,  si  sa  densité  égale  ou  surpasse  la 
moyenne  densité  de  la  terre  n°.  i4 

CHAP.  III.  De  la  manière  d'avoir  égard  dans  la  théorie  du  flux 
et  du  reflux  de  la  mer,  aux  diverses  circonstances  qui,  dans 
chaque  port ,  influent  sur  les  marées  21a 

Equations  de  la  hauteur  et  des  mouvemens  de  la  mer  ,  quelle  que  soit  la 
loi  de  sa  profondeur.  Les  oscillations  de  la  seconde  espèce  ,  deviennent 
nulles  ,  lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  constante  :  elles  ne  peuvent 
devenir  nulles  pour  toute  la  terre,  que  dans  cette  hypothèse.  Aucune 
loi  de  profondeur  ne  peut  rendre  nulles  pour  toute  la  terre,  les  oscil- 
lations de  la  troisième  espèce  n°*  l$ 

De  la  théorie  des  oscillations  de  la  mer,  en  ayant  égard  à  toutes  les  cir- 
constances locales  qui  peuvent  les  modifier  dans  chaque  port.  Cette 
théorie  dépend  des  deux  principes  suivans  : 

L'état  d'un  système  de  corps ,  dans  lequel  les  conditions  primitives  du 
mouvement  ont  dispar-u  par  les  résistances  qu'il  éprouve  ,  est  pério- 
dique ,  comme  les  forces  qui  l'animent. 

Le  mouvement  total  d'un  système  agité  par  de  très-petites  forces ,  est  la 
somme  des  mouvemens  partiels  que  chaque  force  lui  eût  imprimés , 
séparément. 

Expression  de  la  hauteur  de  la  mer  ,  qui  en  résulte,  dans  le  cas  où  le  soleil 
et  la  lune  se  meuvent  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur.  Les 

circonstances 
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circonstances  locales  peuvent  rendre  nulles  dans  un  port ,  les  oscilla- 
tions de  la  troisième  espèce  :  elles  peuvent  faire  encore  que  les  deux 
flux  lunaire  et  solaire  ,  ne  soient  pas  proportionnels  aux  forces  respec- 
tives du  soleil  et  de  la  lune  ;  enfin  ,  il  peut  arriver  que  les  plus  grandes 
et  les  plus  petites  marées  suivent  d'un  intervalle  quelconque,  les  sysi- 
gies  ou  les  quadratures.  Expression  de  la  hauteur  des  marées ,  qui 
embrasse  ces  différens  cas  noS-  et  ^ 

Expression  des  marées,  en  supposant  variables,  les  mouvemens  du  soleil 
et  de  la  lune,  et  leurs  dis  lances  à  la  terre.  On  peut  alors  réduire  l'action 
de  chacun  de  ces  astres,  à  celle  de  plusieurs  astres  mus  uniformément 
dans  le  plan  de  l'équateur  n°.  19 

Expression  générale  des  marées ,  dans  le  cas  de  la  nature  ,  où  le  soleil  et 
la  lune  se  meuvent  dans  des  orbites  inclinées  à  l'équateur,  ce  qui  donne 
lieu  aux  oscillations  de  la  seconde  espèce  n°.  20 

CHAP.  IV.  Comparaison  de  la  théorie  précédente ,  aux  observa- 
tions  ,  r-rz 

 -203 

Des  hauteurs  des  marées  vers  les  sysigies.  La  hauteur  moyenne  absolue 
de  la  marée  d'un  jour ,  est  la  demi-somme  des  hauteurs  des  marées  du 
matin  et  du  soir.  La  marée  totale  est  l'excès  de  cette  demi-somme ,  sur 
la  basse  mer  intermédiaire.  Expression  de  la  hauteur  moyenne  absolue 
de  la  marée  d'un  jour  quelconque  voisin  de  la  sysigie.  Expression  de 
la  marée  totale  du  même  jour  n°.  21 

Développement  de  ces  expressions,  vers  les  équinoxes  et  vers  les  sols- 
tices  0 

Table  I  des  hauteurs  moyennes  absolues  et  des  marées  totales  observées  à 
Brest  pendant  les  années  1711,  1712,  i7i4,  i7i5  et  1716,  un  joui- 
avant  la  sysigie,  le  jour  même  de  la  sysigie,  et  les  quatre  jours  sui- 
vans,  dans  vingt-quatre  sysigies  vers  les  équinoxes,  douze  sysigies  vers 
les  solstices  d'été,  et  douze  sysigies  vers  les  solstices  d'hiver.  .  .  n».  23 

Expressions  qui  résultent  de  l'interpolation  de  ces  hauteurs,  dans  l'en- 
semble de  toutes  les  sysigies.  Détermination  de  l'intervalle  dont  l'ins- 
tant du  maximum  des  marées,  suit  la  sysigie.  Cet  intervalle  à  Brest 
est  de  i'our,5o724   n°  24 

La  marée  totale  qui  auroit  lieu  à  Brest,  si  le  soleil  et  la  lune  se  mouvoient 
uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur,  seroit  dans  son  maximum, 
égale  à  6™,  249o.  L'intervalle  de  deux  marées  consécutives  du  matin 
ou  du  soir,  vers  les  sysigies ,  étant  pris  pour  unité;  la  diminution  de  la 
MÉCAN.  cél.  Tome  1.  & 
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marée  totale  en  parlant  du  maximum,  est  par  les  observations;  égale 
au  qnarré  du  temps,  multiplié  par  omc,io64.  La  théorie  de  la  pesan- 
teur donne  le  même  coefficient  n°.  a5 

Suivant  les  observations  ,  ce  coëificient  est  ome,i5i9  dans  les  sysigies  des 
équinoxes  ,  et  ome,  081 1  dans  les  sysigies  des  solstices,  le  même,  à-peu- 
près,  que  suivant  la  théorie.  I^es  marées  des  solstices  sont  plus  petites 
que  celles  des  équinoxes  ,  à-peu-près  dans  le  rapport  du  quarré  du 
cosinus  de  la  déclinaison  des  astres  à  l'unité  ,  conformément  à  la 
théorie  :  la  petite  différence  à  cet  égard  peut  déterminer  l'influence  des 
circonstances  locales,  sur  le  rapport  des  actions  du  soleil  et  de  la 
lune  n°.  26 

La  variation  des  distances  du  soleil  à  la  terre  ,  a  une  petite  influence  sur 
les  marées;  et  sur  ce  point,  les  observations  sont  conformes  à  la 
théorie   n°.  27 

L'effet  de  la  variation  des  distances  de  la  lune,  est  très  sensible  sur  les 
marées.  Table  III  des  marées  totales  dans  douze  sysigies  où  la  lune 
étoit  périgée,  et  dans  douze  sysigies  où  elle  étoit  apogée.  L'excès  des 
marées  totales  périgées  sur  les  marées  totales  apogées,  est  exactement  le 
même  par  les  observations  comme  par  la  théorie.  Cet  excès  est  très- 
propre  à  faire  connoître  l'influence  des  circonstances  locales  sur  le  rap- 
port des  actions  du  soleil  et  de  la  lune ,  et  il  en  résulte  qu'à  Brest,  cette 
influence  est  insensible.  Les  inégalités  de  la  seconde  espèce  sont  peu. 
considérables  à  Brest,  et  ne  s'y  élèvent  qu'à  omo,i85  n°.  28 

Expressions  des  hauteurs  moyennes  absolues  des  marées,  et  des  marées 
totales  ,  vei's  les  quadratures.  Développement  de  ces  expressions,  dans 
les  quadratures  des  équinoxes  et  des  solstices  n°.  2g 

Table  IV  des  hauteurs  moyennes  absolues  et  des  marées  totales  obser- 
vées à  Brest,  pendant  les  années  1711,  1712,  171*,  1710  et  1716,  le 
jour  de  la  quadrature,  et  les  trois  jours  suivans,  dans  vingt-quatre 
quadratures  vers  les  équinoxes,  et  dans  vingt-quatre  quadratures  vers 
les  solstices  n°.  3o 

Expressions  qui  résultent  de  l'interpolation  de  ces  hauteurs,  dans  l'en- 
semble de  ces  quadratures.  Le  minimum  des  marées  totales  suit  la  qua- 
drature, du  même  intervalle  dont  leur  maximum  suit  la  sysigie.  Si  le 
soleil  et  lt.  lune  se  mouvoient  uniformément  dans  le  plan  de  l'équateur  ; 
la  grandeur  de  la  marée  totale  dans  son  minimum  seroit  de  5me,oo,Qo. 
La  comparaison  de  cette  marée,  à  cette  même  marée  dans  son  maxi- 
mum ,  donne  l'action  de  la  lune  ,  à  très-peu  près  triple  de  celle  du 
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soleil,  clans  les  moyennes  distances.  L'intervalle  de  deux  marées  con- 
sécutives du  malin  ou  du  soir  vers  les  quadratures,  étant  pris  pour 
unité;  l'accroissement  de  la  marée  totale  pr'ès  des  quadratures,  à 
partir  du  minimum  ,  est  égal  au  quarré  du  temps  ,  multiplié  par  lo 
coefficient  omi',2272  ,  suivant  les  observations  :  il  est  à  très-peu  près 
même  parla  théorie.  n".  3i 

Dans  les  quadratures  des  équinoxes,  ce  coefficient  est  o,De,5i25;  il  est 
0™%i42i,  dans  les  quadratures  des  solstices  :  la  théorie  do;ine  à  fort 
peu  près,  les  mêmes  résultats.  L'effet  des  déclinaisons  du  soleil  et  de 
la  lune,  est  très-sensible  dans  les  marées  vers  les  quadratures;  il  «st 
conforme  à  la  théorie  u".  5'Z 

.Les  marées  du  soir  l'emportent  à  Brest ,  sur  celles  du  matin  ,  vers  les  qua- 
dratures de  l'équinoxe  du  printemps;  le  contraire  a  lieu  vers  les  qua- 
dratures de  l'équinoxe  d'automne ,  conformément  à  ce  qui  doit  être  en 
vertu  des  inégalités  de  la  seconde  espèce  n°.  3.5 

Expression  des  heures  et  des  intervalles  des  marées  vers  lessysigies.  n°.  34 

Table  des  heures  des  marées  totales  de  la  Table  I ,  le  jour  même  de  la 
sysigie,  et  dans  les  trois  jours  qui  la  suivent.  Expression  de  ces  heures 
et  de  leurs  retards  d'un  jour  à  l'autre,  près  du  maximum.  Ce  retard  est 
par  les  observations,  égal  à  01,027062.  En  le  comparant  à  la  théorie, 
il  donne  l'action  de  la  lune,  à  fort  peu  près  triple  de  celle  du  soleil. 
Confirmation  de  ce  résultat,  pat  un  grand  nombre  de  marées  totales 
observées  loin  des  sysigies  n°.  55 

Le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autrej  est  d'un  huitième  environ  plus 
grand  dans  les  sysigies  des  solstices  que  dans  celles  des  équinoxes;  ce 
qui  est  à-peu-près  conforme  à  la  théorie  n°.  56 

Le  retard  des  marées  d'un  jour  à  l'autre,  vers  les  sysigies,  varie  très-sen- 
siblement avec  les  distances  de  la  lune  à  la  terre  :  une  minute  de  varia- 
tion dans  le  demi-diamètre  apparent  de  la  lune,  donne  258"  de  variation 
dans  ce  retard.  Ce  résultat  est  entièrement  conforme  à  la  théorie.  n°.  5j 

Expression  des  heures  et  des  intervalles  des  marées  vers  les  quadra- 
tures n°.  58 

Table  des  heures  des  marées  totales  de  la  Table  IV,  relatives  aux  quadra- 
tures. Expression  de  ces  heures  et  de  leur  retard  d'un  jour  à  l'autre, 
près  du  minimum  des  marées.  Ce  retard,  suivant  les  observations,  est 
égal  à  o',o5267;  il  est  à  très-peu  près  le  même,  par  la  théorie.  Ce 
retard  est  plus  grand  dans  les  quadratures  des  équinoxes  que  dans 
celles  des  solstices,  dans  le  rapport  de  i5  à  9  ,  suivant  la  théorie;  ce 

qui  est  à-peu-près  conforme  aux  observations  n°.  3g 

da 
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Suivant  la  théorie,  le  retard  des  marées  dans  les  quadratures  varie  avec 
la  distance  de  la  lune  à  la  terre,  mais  trois  fois  moins  que  dans  les  sysi- 
gies;  ce  que  les  observations  confirment.   .  <  n°.  4o 

Expression  numérique  de  la  hauteur  des  marées  à  Brest.  Formule  pour 
déterminer  les  plus  grandes  marées  totales  qui  doivent  avoir  lieu  dans 
nos  ports   n°.  4i 

Formule  simple  et  facile  à  réduire  en  table,  pour  déterminer  l'heure  de 
la  pleine  mer   n°.  42 

Récapitulation  des  principaux  phénomènes  des  marées,  et  deleuraccord 
avec  la  théorie  de  la  pesanteur  universelle   n°.  45 

CIIAP.  IV.  Des  oscillations  de  l'atmosphère   ï  .  2g4 

Equations  générales  de  ces  oscillations.  Leur  détermination  se  réduit  à 
celle  des  oscillations  de  la  mer,  dans  le  cas  d'une  profondeur  constante. 
Expression  numérique  de  ces  oscillations,  dans  une  hypothèse  suffi- 
samment approchée  de  la  nature  ,  pour  donner  une  idée  juste  de 
l'action  du  soleil  et  de  la  lune  sur  l'atmosphère.  Cette  action  peut  se 
manifester  par  un  grand  nombre  d'observations  très-précises  du  baro- 
mètre, entre  les  tropiques.  Elle  ne  peut  pas  produire  les  vents  alisés. 
Le  signe  de  la  déclinaison  des  deux  astres,  ne  paroît  j>as  devoir  influer 
sensiblement  sur  les  modifications  de  l'atmosphère  n°.  44 
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LIVRE  V. 

Des  mouvemens  des  corps  célestes  ,  autour  (le  leurs  propres 
centres  de  gravité.   ,  299 

CHAP.  I.  Des  mouvemens  de  la  terre ,  autour  de  son  centre  de 
gravité.  1   -  ibid. 

Equations  différentielles  de  ces  mouvemens   n°.  1 

Recherche  des  momens  d'inertie  de  la  terre  ,  relativement  à  ses  trois 
axes  principaux.  La  sphère  n'est  pas  le  seul  solide  dans  lequel  tous  les 
momens  d'inertie  soient  égaux  ;  équation  générale  du  solide  qui  jouit 

de  cette  propriété  n".  2 

Développement  en  séries,  dès  forces  perturbatrices  du  mouvement  de  la 
terre  autour  de  son  centre  de  gravité.  Ces  séries  se  réduisent  à  leur 
premier  terme,  si  la  surface  de  la  terre  est  elliptique;  et  l'on  peut  tou- 
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jours  déterminer  son  mouvement  dans  cette  hypothèse,  sans  craindre 
une  erreur  sensible  n°.  5 

Expressions  différentielles  très-approchées  du  mouvement  des  équinoxes 
et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre  ,  rapportés  à  un  plan  fixe.  .  .  n°.  4 

Développement  et  intégration  de  ces  expressions,  en  ayant  égard  à  la 
mobilité  des  orbes  du  soleil  et  de  la  lune  no#  5 

Expressions  du  mouvement  des  équinoxes  et  de  l'inclinaison  de  l'axe  de 
la  terre,  sur  l'écliptique  vraie.  L'action  du  soleil  et  de  la  lune,  sur  le 
sphéroïde  terrestre  ,  change  considérablement  les  variations  de  l'obli- 
quité de  l'écliptique  et  de  la  longueur  de  l'année ,  qui  auraient  lieu  en 
vertu  du  seul  déplacement  de  l'orbe  solaire,  et  les  réduit  à-peu-près, 
au  quart  de  leur  valeur;  ces  différences  ne  sont  sensibles  qu'après  deux 
ou  trois  siècles,  à  partir  d'une  époque  donnée  n°.  7 

Les  variations  du  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  sont  insensibles 
et  ce  mouvement  peut  être  supposé  uniforme  n°.  8 

Les  variations  du  jour  moyen,  sont  pareillement  insensibles ,  et  sa  durée 
peut  être  supposée  constante  no_  y 

Examen  de  l'influence  des  oscillations  de  la  mer,  sur  les  mouvemens  du 
sphéroïde  terrestre  autour  de  son  centre  de  gravité.  L'analyse  conduit 
à  ce  théorème  remarquable  :  Les  phénomènes  de  la  précession  et  de 
la  nutation  ,  sont  exactement  les  mêmes  que  si  la  mer  formoit  une  masse 
solide  avec  le  sphéroïde  quelle  recouvre  nos.  10  et  11 

Ce  théorème  a  lieu  ,  quelles  que  soient  les  irrégularités  de  la  profondeur 
de  la  mer,  et  les  résistances  qu'elle  éprouve  dans  ses  oscillations.  Les 
courans  de  la  mer,  les  fleuves,  les  tremblemens  de  terre  et  les  vents, 
n'allèrent  point  la  rotation  de  la  terre  no>  -l,J 

Expressions  numériques  de  l'inclinaison  de  l'axe  de  la  terre ,  et  de  la 
position  des  équinoxes,  sur  un  plan  fixe,  et  sur  l'orbite  terrestre  :  for- 
mules de  la  variation  des  étoiles  en  ascension  droite  et  en  déclinai- 
son ntt^ 

Conséquences  qui  résultent  des  phénomènes  de  la  précession  et  de  la 
nutation  ,  sur  la  constitution  de  la  terre.  Ces  phénomènes  sont  les 
mêmes  que  si  la  terre  étoit  un  ellipsoïde  de  révolution  ;  l'applatissement 
de  cet  ellipsoïde  est  compris  dans  les  limites  et  Développement 
des  phénomènes  qui  tiennent  à  la  figure  de  la  terre,  et  de  leur  accord 
avec  la  théorie  de  la  pesanteur  no> 
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CHAP.  II.  Des  mouvemens  de  la  lune ,  autour  de  son  centre  de 
gravité  ..............  356 

Théorie  astronomique  de  la  Hbration  réelle  de  la  lune.  .  t  .  .  .  •  n°.  i5 

Equations  différentielles  du  mouvement  de  la  lune  autour  de  son  centre 
de  gravité.  Expression  finie  de  sa  Hbration  réelle.  Le  moyen  mouve- 
ment de  rotation  de  la  lune  est  exactement  égal  à  son  moyen  mou- 
vement de  révolution  autour  de  la  terre  ,  et  il  participe  aux  mêmes 
inégalités  séculaires  ,  en  vertu  de  l'attraction  terrestre  sur  le  sphéroïde 
lunaire  n°* 

Expressions  du  mouvement  des  noeuds  et  de  l'inclinaison  de  l'équateur 
lunaire,  sur  l'écliptique  vraie.  Le  moyen  mouvement  de  ces  nœuds 
est  égal  à  celui  des  nœuds  de  l'orbite  lunaire,  et  le  nœud  descendant  de 
l'équateur  lunaire  coïncide  toujours  avec  le  rfœud  ascendant  de  l'orbite: 
l'inclinaison  moyenne  de  l'équateur  lunaire  à  l'écliptique  vraie,  est 
constante.  Les  mouvemens  séculaires  de  l'écliptique  n'altèrent  point 
ces  résultats  n".  17 

Conséquences  qui  résultent  de  la  Hbration  réelle  de  la  lune ,  sur  la  figure 
et  la  constitution  du  sphéroïde  lunaire.  La  différence  entre  ses  momens 
d'inertie,  relatifs  à  ses  axes  principaux,  est  plus  grande  que  dans  lo 
cas  de  l'homogénéité,  et  dans  celui  où  elle  auroit  été  primitivement 
fluide  n°.  «..8 

L'action  du  soleil  sur  le  sphéroïde  lunaire  ,  n'influe  pas  sensiblement  sur 
les  mouvemens  de  ce  sphéroïde  autour  de  son  centre  de  gravité.  11°.  19. 

CHAP.  III.  Des  mouvemens  des  anneaux  de  Saturne  autour  de 
leurs  centres  de  gravité  

Equations  différentielles  de  ces  mouvemens  ;  intégration  de  ces  équations. 
Sans  la  rotation  et  l'applatissement  de  Saturne,  les  anneaux  ,  en  vertu 
de  l'attraction  du  soleil  et  du  dernier  satellite  de  Saturne ,  cesseroient 
d'être  dans  un  même  plan  :  l'action  de  Saturne  les  maintient  toujours 
à  fort  peu  près  dans  le  plan  de  son  équateur ,  ainsi  que  les  orbes  des  six 
premiers  satellites.  Les  satellites  d'Uranus,  circulant  dans  un  même 
plan;  il  en  résulte  que  ce  plan  est  celui  de  l'équateur  de  cette  planète, 
et  qu'elle  tourne  rapidement  sur  elle-même  nos.  20,  21  et  22. 
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âge  26,  ligne  4,  en  remontant,  au  lieu  de  S;  Zis«3  — . 

g- 

Page  53,  ligne  10  ,  en  remontant  ;  changez  le  signe  —  en  -{-. 
Page  54,  ligne  7  ;  changez  le  dernier  —  en  +. 

Page  5çf,  ligne  8  ,  en  remontant,  au  lieu  de  —  2.  sin.ô  . cos.-4-  !  '"«z  — z.sin.0  .cos.Ç. 
Ta^e  72  ,  ligne  4;  changez  les  /  en  S. 

Page  j3,  ligne  10  ,  au  lieu  de  l'angle  ;  lisez  le  complément  de  l'angle. 
Page  75 ,  ligne  6 ,  en  remontant ,  au  lieu  de  tang.  i  f)  ;  lisez  { tang.  2  S. 
Page  79 ,  ligne  nj  ,  à  la  fin  ;  ajoutez  =  0. 

Page  83,  ligne  i3  ,  en  remontant,  au  lieu  de  cosinus  ;  lisez  stftus: 

3  Ra 

Page  85  ,  ligne  i3  ,  en  remontant ,  au  lieu  de  {  ,  lisez  ——. 

Page  Pq  ,  ligne  i3;  changez  les  f  en  S. 

Page  g5  ,  ligne  8  ,  multipliez  par  dt ,  le  premier  terme. 

Page  96  ,  ligne  i4  ;  ajoutez  ?  au  second  membre  de  l'équation. 

Page  io5  ,  ligne  6  ,  en  remontant,  au  lieu  de  (^y)  j  'iSez  (~~)' 

Page  1 24 ,  ligne  g  ;  changez  l'exposant  {  en  ~. 

Page  i3o,  ligne  3,  au  lieu  de  partiellement  ;  lisez  pareillement. 

Page  i4i  ,  lignes  4  et  8,  multipliez  par  <i  t>. 

Page  147,  ligne  9,  au  lieu  de  cos.  S  ;  lisez  r.cos.  ê. 

Page  i5o,  ligne  dernière,  au  lieu  de  -\-v;  Usez  -f- s. 

Page  i52,  ligne  11,  au  lieu  de  Q^).sin.  (rit  +  sj;  lisez  (|y) -sin.  fnf  +  ê). 

Page  160,  ligne  9,  en  remontant;  mettez  \/~J/.  devant  le  radical'. 

Page  182,  ligne  9,  en  remontant ,  au  lieu  de  cos  6.(v —  S)  ;  lisez  sin.  6.(v  —  €). 

Page  i85,  ligne  1 1 ,  en  remontant,  au  lieu  de  T  ;  lisez  t. 

Page  192,  ligne  3  ,  au  lieu  de  =  ;  lisez  l  ~. 

Ibid.  ligne  i4,  en  remontant,  comme  les;  lisez  réciproques  aux,  et  ligne  il,  en 
remontant,  au  lieu  de  J/'  —  ;  lisez  U.  ^/  -, 

Page  207  ,  ligne  3,  au  lieu  de  0  ;  lisez  ~. 

dt 

Page  209  ,  ligne  5 ,  au  lieu  de  — - —  ;  lisez  ~ — .. 

coi.30  cos.'â 
Page  216  ,  ligne  9 ,  en  remontant,  au  lieu  de  Cf  ;  lisez  Cp. 
Page  226,  ligne  7  ,  en  remontant,  géocentrique  ;  lisez  hé.'iocentfique. 
Page  291 ,  ligne  dernière,  au  lieu  de  2sin.  v  ;  lisez  2a.  sin.  v. 

Page  292,  ligne  10,  en  remontant,  au  lieu  de  3a;  lisez—. 

Page  354,  ligne  1 1  ,  en  remontant,  au  lieu  de  m',  ara;  lisez  —  m' an. 

ERRATA    DU    TOME  SECOND. 
Page  10,  ligne  i4,  au  lieu  de        ■•■  ;  lisez 


\/ ma  3.  y '  mn 

Page  i5  ,  ligne  i4  ,  au  lieu  de  - — '  lisez 

m  n 
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Page  33  ,  ligne  9  ,  en  remontant  ;  observez  que  la  masse  M  est  prise  pour  unité. 
Page  35,  ligne  4,  en  remontant,  au  lieu  de  4aT.FW}.  lisez  4«r.rH. 

Page  47  ,  lignea,  en  remontant,  au  lieu  de2.(i+un+i).(i-\-an  +  2)  (zi—l); 

lisez  (i+*n+i).(i  +  *n  +  3)  (vtl—l). 

Page  48,  ligne  5;  supprimez  le  facteur  .2. 

4w  4fl-p 
Page  5i ,  ligne  6  ,  au  heu  de  —  ;  lisez  -y. 

Page  107,  ligne  17,  au  lieu  de  2î'4-i  ,  lisez  2.(li 

Page  122  ,  ligne  4  ;  multipliez  par  s  les  deux  derniers  termes. 

Page  123,  ligne  9,  au  lieu  de  ^sez  Cdd/' 

Page  125,  ligne  4  ,  en  remontant ,  au  lieu  de  sin.  2  (q,  -f-       lisez  cos.  2(>  +  £j. 
Page  i36,  ligne  16,  au  lieu  de  somme  ;  lisez  demi-somme. 
Page  i56  ,  ligne  17  ,  au  lieu  de  u  étant  ;  lisez  a  étant 
Ibid.  ligne  21,  au  lieu  de  rayon  ;  substituez  rayon  ,  a. 

^T.zdz  bir.kzdz 
Page  161  ,  ligne  18  ,  au  lieu  de  ^    ;  lisez  j~+"î  ' 

Page  i64,  Iig.  11,  au  lieu  de  ces  mots,  sur  V  élément  rdn,  de  l'anneau  ;  lisez  sur  l'anneau. 
Page  169,  ligne  i5,  au  lieu  de  a.r3d  fl  ;  lisez  «r+dÀ. 

Page  172,  ligne  10,  en  remontait,  au  lieu  de  V ;  lisez  f  ,  et  observez  que  ce  v  est 

différent  de  celui  de  l'équation  (2). 
Page  177  ,  lignes  l3  et  l4  ;  multipliez  par  l  ,  les  deux  termes.  • 
Page  189  ,  ligne  6  ,  en  remontant,  au  lieu  de  PC*/>,-  lisez  P^f  ~*\ 
Page  190  ,  ligne  3  ,  en  remontant ,  au  lieu  de  p*f~~*;  lisez  p'f  '. 

Page  194,  ligne  2,  au  lieu  de  cos.  (n  t  -f-  >w  —  ^.);  lisez  sin.  frit  -J-  ^  {./. 

Page  210  ,  ligne  3  ;  divisez  le  second  terme  par  2. 
Page  211  ,  lignes  5  et  7  ,  au  lieu  de  f  tt  ;  lisez 
Page  2 1 2  ,  ligne  1  o ,  en  remontant ,  changez  y'  en  y. 

Page  21 4,  ligne  11,  au  lieu  de  (^0.sin.  <n ;  lisez  •  sin. -3r. 

Page  219  ,  ligne  2  ,  en  remontant ,  au  lieu  de  n't;  lisez  n'T. 
Page  221  ,  ligne  12  ;  changez  ri  dans  n'1. 

Tage  246  ,  ligne  20,  au  lieu  de  1 0009^,470  ;  lisez  ioo^Jc/ijo. 
Page  257  ,  ligne  4 ,  en  remontant,  au  lieu  de  -jj  ;  lisez  — . 


Ibid.  ligne  5  ,  en  remontant ,  au  lieu  de       ;  lisez  — . 

Ibid.  lignes  7  et  8  ,  en  remontant ,  au  lieu  de  21  ;  lisez  22  ,  et  au  lieu  dey";  lisez  ay. 
Page  258,  ligne  6,  au  lieu  de  6,8091;  lisez  6,9091,   

Page  270,  ligne  4 ,  en  remontant,  au  lieu  de  r';  lisez  V .  ^/ 


Pa^e  272  ,  ligne  4  ;  observez  que  p  doit  être  augmenté  de  sa  trente-neuvième  partie. 
Page  293  ,  lignes  7  et  8  ;  changez  équinoxes,  en  solstices  ,  et  réciproquement. 
Page  295,  ligneS,  au  lieu  de  l'y;  lisez  ly. 

Page  3o8  ,  lignes  4  ,  5  et  6  ;  mnliipliez  par  p  ,  le  produit  d  y. .  d  -t*. 

Page  3 1 2  ,  ligne  1 2  ,  au  lieu  de  — ^  -  ;  lisez  — ^— . 

Page  3i3  ,  ligne  5  ,  au  lieu  de  cos.  (it  +  e).;  lisez  sin.  (it+  i). 

Page  3j»4  ,  ligne  dernière ,  au  lieu  de  sin.  (f  t  +  £)  ;  lisez  cos.  (ft  +  S). 


TRAITE. 


TRAITÉ 

D  E 

MÉCANIQUE  CÉLESTE. 


N  ewton  publia,  vers  la  fin  du  dernier  siècle,  la  découverte  de 
la  pesanteur  universelle.  Depuis  cette  époque,  les  Géomètres  sont 
parvenus  à  ramener  à  cette  grande  loi  de  la  nature  ,  tous  les  phé- 
nomènes connus  du  système  du  monde ,  et  à  donner  ainsi  aux 
théories  et  aux  tables  astronomiques  ,  une  précision  inespérée.  Je 
me  propose  de  présenter  sous  un  même  point  de  vue  ,  ces  théories 
éparses  dans  un  grand  nombre  d'ouvrages ,  et  dont  l'ensemble  em- 
brassant tous  les  résultats  de  la  gravitation  universelle,  sur  l'équi- 
libre et  sur  les  mouvemens  des  corps  solides  et  fluides  qui  composent 
le  système  solaire  et  les  systèmes  semblables  répandus  dans  l'im- 
mensité des  cieux  ,  forme  la  Mécanique  céleste.  L'Astronomie , 
considérée  de  la  manière  la  plus  générale,  est  un  grand  problême  de 
mécanique,  dont  les  élémens  des  mouvemens  célestes  sont  les  arbi- 
traires ;  sa  solution  dépend  à-la-fois  de  l'exactitude  des  observations 
et  de  la  perfection  de  l'analyse  ,  et  il  importe  extrêmement  d'en 
bannir  tout  empirisme ,  et  de  la  réduire  à  n'emprunter  de  l'obser- 
vation, que  les  données  indispensables.  C'est  à  remplir  autant  qu'il 
m'a  été  possible,  un  objet  aussi  intéressant,  que  cet  ouvrage  est 
destiné.  Je  désire  qu'en  considération  de  l'importance  et  des  diffi- 
cultés de  la  matière  ,  les  Géomètres  et  les  Astronomes  le  reçoivent 
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avec  indulgence ,  et  qu'ils  en  trouvent  les  résultats  assez  simples 
pour  les  employer  dans  leurs  recherches.  Il  sera  divisé  en  deux 
parties.  Dans  la  première ,  je  donnerai  les  méthodes  et  les  formules 
pour  déterminer  les  mouvemens  des  centres  de  gravité  des  corps 
célestes,  la  figure  de  ces  corps,  les  oscillations  des  fluides  qui  les 
recouvrent ,  et  leurs  mouvemens  autour  de  leurs  propres  centres 
de  gravité.  Dans  la  seconde  partie ,  j'appliquerai  les  formules  trou- 
vées dans  la  première ,  aux  planètes ,  aux  satellites  et  aux  comètes  ; 
je  la  terminerai  par  l'examen  de  diverses  questions  relatives  au 
système  du  monde ,  et  par  une  notice  historique  des  travaux  des 
Géomètres  sur  cette  matière.  J'adopterai  la  division  décimale  de 
l'angle  droit  et  du  jour,  et  je  rapporterai  les  mesures  linéaires,  à  la 
longueur  du  mètre,  déterminée  par  l'arc  du  méridien  terrestre 
compris  entre  Dunkerque  et  Barcelone. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


THÉORIE  GÉNÉRA  LE  DES   MOU V EM  EN S 
ET  DE  LA  FIGURE  DES  CORPS  CELESTES. 


LIVRE  PREMIER. 

DES    LOI  X    GÉNÉRALES    DE    l'  ÉQUILIBRE 
ET    DU  MOUVEMENT. 

Je  vais  établir  dans  ce  livre,  les  principes  généraux  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  des  corps ,  et  résoudre  les  problêmes  de  méca- 
nique, dont  la  solution  est  indispensable  dans  la  théorie  du  système 
du  monde. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  V équilibre  et  de  la  composition  des  forces  qui  agissent 
sur  un  point  matériel. 

1  •  Un  corps  nous  paroît  se  mouvoir,  lorsqu'il  change  de  situation 
par  rapport  à  un  système  de  corps  que  nous  jugeons  en  repos  • 
mais  comme  tous  les  corps  ,  ceux  même  qui  nous  semblent  jouir 
du  repos  le  plus  absolu ,  peuvent  être  en  mouvement  ;  on  imagine 
un  espace  sans  bornes  ,  immobile  et  pénétrable  à  la  matière  :  c'est 
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aux  parties  de  cet  espace  réel  ou  idéal ,  que  nous  rapportons  par  la 
pensée  ,1a  position  des  corps ,  et  nous  les  concevons  en  mouvement , 
lorsqu'ils  répondent  successivement  à  divers  lieux  de  l'espace. 

La  nature  de  cette  modification  singulière  ,  en  vertu  de  laquelle 
un  corps  est  transporté  d'un  lieu  dans  un  autre ,  est  et  sera  toujours 
inconnue  ;  on  l'a  désignée  sous  le  nom  de  force  ;  on  ne  peut  déter- 
miner que  ses  effets  et  les  loix  de  son  action.  L'effet  d'une  force 
agissante  sur  un  point  matériel ,  est  de  le  mettre  en  mouvement,  si 
rien  ne  s'y  oppose  ;  la  direction  de  la  force  est  la  droite  qu'elle  tend 
à  lui  faire  décrire.  Il  est  visible  que  si  deux  forces  agissent  dans  le 
même  sens,  elles  s'ajoutent  l'une  à  l'autre ,  et  que  si  elles  agissent 
en  sens  contraire  ,  le  point  ne  se  meut  qu'en  vertu  de  leur  diffé- 
rence. Si  leurs  directions  forment  un  angle  entre  elles ,  il  en  résulte 
une  force  dont  la  direction  est  moyenne  entre  celles  des  forces 
composantes.  Voyons  quelle  est  cette  résultante  et  sa  direction. 

Pour  cela ,  considérons  deux  forces  x  et  y  agissantes  à-la-fois 
sur  un  point  matériel  M,  et  formant  entre  elles  un  angle  droit. 
Soit  z  leur  résultante,  et  0  l'angle  qu'elle  fait  avec  la  direction  de 
la  force  x  ;  les  deux  forces  x  et  y  étant  données  ,  l'angle  9  sera 
déterminé ,  ainsi  que  la  résultante  z ,  en  sorte  qu'il  existe  entre  les 
trois  quantités  x ,  z  et  9 ,  une  relation  qu'il  s'agit  de  connoître. 

Supposons  d'abord  les  forces  x  et  y  infiniment  petites  ,  et  égales 
aux  différentielles  dx  etdy  ;  supposons  ensuite  que  x  devenant 
successivement  dx,  zdx,  3Jx,  &c.  y  devienne  dy,  zdy,  5dy,  &c, 
il  est  clair  que  l'angle  9  sera  toujours  le  même,  et  que  la  résul- 
tante z  deviendra  successivement  dz ,  adx ,  odz  ,  &c  ;  ainsi  dans 
les  accroissemens  successifs  des  trois  forces  x,  y  et  z,  le  rapport 
de  x  à  z  sera  constant ,  et  pourra  être  exprimé  par  une  fonction 
de  9,  que  nous  désignerons  par  <p(6);  on  aura  donc  x  =  z.<p(i), 
équation  dans  laquelle  on  peut  changer  x  en  y ,  pourvu  que  l'on 

y  change  semblablement  l'angle  9  dans  ~—  9,  v  étant  la  demi- cir- 
conférence dont  le  rayon  est  l'unité. 

*  Maintenant,  on  peut  considérer  la  force  x  comme  la  résultante 
de  deux  forces  x'  et  x"  dont  la  première  est  dirigée  suivant  la 
résultante  * ,  et  dont  la  seconde  x"  est  perpendiculaire  à  cette  résul- 
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tante.  La  force  x  qui  résulte  de  ces  deux  nouvelles  forces  ,  formant 
l'angle  9  avec  la  force  x' ,  et  l'angle  9  avec  la  force  x',  on  aura 

x'=x. —  ;    x"  =  x.ç(-  â)  =  —  1 

z  \a       /  z 

on  peut  donc  substituer  ces  deux  forces ,  à  la  force  x.  On  peut  subs- 
tituer pareillement  à  la  force  y,  deux  nouvelles  forces  .y  '  et  y"  dont 

la  première  est  égale  à  —  et  dirigée  suivant  z ,  et  dont  la  seconde 

est  égale  à  — ,  et  perpendiculaire  à  z  ;  on  aura  ainsi  ,  au  lieu  des 

z 

deux  forces  x  ety ,  les  quatre  suivantes  : 

y2,       xy  xy 

T  '         ~  '  ~TS 
les  deux  dernières  agissant  en  sens  contraire  ,  se  détruisent  ;  les 
deux  premières  agissant  dans  le  même  Sens  ,  s'ajoutent  et  forment 
la  résultante  z  ;  on  aura  donc 

d'où  il  suit  que  la  résultante  des  deux  forces  x  ety  est  représentée 
pour  la  quantité,  par  la  diagonale  du  rectangle  dont  les  côtés  repré- 
sentent ces  forces. 

Déterminons  présentement  l'angle  9.  Si  l'on  fait  croître  la  force 
de  la  différentielle  dx ,  sans  faire  varier  la  force  y  ,  cet  angle  dimi- 
nuera d'une  quantité  infiniment  petite  d9  ;  or  on  peut  concevoir  la 
force  dx ,  décomposée  en  deux ,  l'une  dx'  dirigée  suivant  z ,  et 
l'autre  dx"  perpendiculaire  à  z  ;  le  point  inséra  donc  alors  sollicité 
par  les  deux  forces  z  +  dx'  et  dx"  perpendiculaires  entre  elles  ,  et  la 
résultante  de  ces  deux  forces,  que  nous  nommerons  z'^  fera  avec 

dx"  l'angle  c/9  ;  on  aura  ainsi ,  par  ce  qui  précède  , 


2 


dx"  ^z'.çf^—d^; 

la  fonction  <p  ^  dùj  est  par  conséquent,  infiniment  petite ,  et  de  la 

forme  — kd$ ,  h  étant  une  constante  indépendante  de  l'angle  9  ;  on. 
a  donc 

—  =  —  kdl 


6  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

z'  est,  à  un  infiniment  petit  près,  égal  à  z  ;  de  plus,  dx"  formant 
avec  dx ,  l'angle  -  —  9 ,  on  a 

partant 

vjï;  >;>,  ..;  ;,  A. a» 

Si  l'on  fait  varier  la  force  y,  de  dy ,  en  supposant  x  constant;  on 
aura  la  variation  correspondante  de  l'angle  9 ,  en  changeant  dans 

l'équation  précédente,  x  eny,y  en  x,  et  9  dans  -  —  9   ce  qui  donne 

en  faisant  donc  varier  à-la- fois  x  et  y ,  la  variation  totale  de  l'angle  I 

xdy—ydx 
sera — —  ;  et  1  on  aura 

xdy—ydx 

 —  =  kd$. 

z" 

Substituant  pour  z"  sa  valeur  *a  +  y" ,  et  intégrant ,  on  aura 

£=tang.(A9  +  P), 

f  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  combinée  avec 
celle-ci  x*  +y 2  ==  z"- ,  donne 

x  =z.  cos.  (kÔ-\-p). 
Il  ne  s'agit  plus  que  de  connoître  les  deux  constantes  k  et  p  ;  or  si 
l'on  suppose  nul ,  on  a  évidemment  z=x ,  et  9=o  ;  donc  cos.  p=i , 
et  x=z.cos.  h  9.  Si  l'on  suppose  x  nul,  on  a  z  —y  et  d  =  ^7r-  cos.kS 
étant  alors  égal  à  zéro  ,  k  doit  être  égal  cà  272+  1  ,  n  étant  un  nombre 
entier ,  et  dans  ce  cas ,  x  sera  nul  toutes  les  fois  que  9  sera  égal  à 


— —  ;  mais  x  étant  nul ,  on  a  évidemment  ê—^w;  donc  2ra  + 1  =  1 , 

ou  7î  =  o  ,  et  par  conséquent 

x  —  z .  cos.  9. 

De-là  il  suit  que  1a  diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  droites 
qui  représentent  les  deux  forces  x  et  y ,  représente  non-seulement 
la  quantité  ,  mais  encore  la  direction  de  leur  résultante.  Ainsi  l'on 
peut ,  à  une  force  quelconque ,  substituer  deux  autres  forces  qui 
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forment  les  côtés  d'un  rectangle  dont  elle  est  la  diagonale  ;  et  il. 
est  facile  d'en  conclure  que  l'on  peu  t  décomposer  une  force ,  en 
trois  autres  qui  forment  les  côtés  d'un  parallélipipède  rectangle 
dont  elle  est  la  diagonale. 

Soient  donc  a ,  b ,  c  les  trois  coordonnées  rectangles  de  l'extré- 
mité de  la  droite  qui  représente  une  force  quelconque ,  et  dont 
l'origine  est  celle  des  coordonnées  ;  cette  force  sera  exprimée  par  la 
fonction  Va"  +  b"  +  c%  et  en  la  décomposant  parallèlement  aux  axes 
des  a  ,  des  b  et  des  c  ,  les  forces  partielles  seront  exprimées  respec- 
tivement par  ces  coordonnées. 

Soient  a',  b',  c'  les  coordonnées  d'une  seconde  force  ;  a  +  a,  b  -f  b', 
c  +  c'  seront  les  coordonnées  de  la  résultante  des  deux  forces  ,  et 
représenteront  les  forces  partielles  dans  lesquelles  on  peut  la  dé- 
composer parallèlement  aux  trois  axes  ;  d'où  il  est  aisé  de  conclure 
que  cette  résultante  est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces. 

En  général,  a,  b ,  c  ;  a',  b',  c' ;  a",  b",  c"  ;  &c.  étant  les  Coor- 
données d'un  nombre  quelconque  de  forces  ;  a+  a  +  a"  +  &c  ; 
b  +  b'+  b"+  &c.  ;  c  +  c'  +  c"+  &c. ,  seront  les  coordonnées  de  la 
résultante  dont  le  quarré  sera  la  somme  des  quarrés  de  ces  der- 
nières coordonnées  ;  on  aura  donc  ainsi  la  grandeur  et  la  position 
de  cette  résultante. 

2.  D'un  point  quelconque  de  la  direction  d'une  force  S ,  point 
que  nous  prendrons  pour  l'origine  de  cette  force ,  menons  au  point 
matériel  M ,  une  droite  que  nous  nommerons  s  ;  soient  x ,  y  ,  z  les 
trois  coordonnées  rectangles  qui  déterminent  la  position  dupoint  M, 
et  a,  b  ,  c  les  coordonnées  de  l'origine  de  la  force  j  on  aura 

*         s  —  V  (x  —  a)--+(y—b)*  +  (z  —  c)\ 
Si  l'on  décompose  la  force  6"  parallèlement  aux  axes  des  x ,  des  y  et 
des  z  ;  les  forces  partielles  correspondantes  seront ,  par  le  n°.  pré- 
cédent , 

(x-a)         (y-b)         (z-c)  /fs\  /^\  0)/*s\ 

(j^x)  '  \Ty)  '  \Tz)  exPr"nant  suivant  la  notation  reçue ,  les 
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coefficiens  des  variations  fx,  £y,  *z,  dans  la  variation  de  l'expres- 
sion précédente  de  s. 

Si  l'on  nomme  pareillement  s',  la  distance  de  M,  à  un  point 
quelconque  de  la  direction  d'une  autre  force  S',  pris  pour  l'origine 

de  cette  force;  S'.(^^-^  sera  cette  force  décomposée  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x ,  et  ainsi  de  suite  ;  la  somme  des  forces  S,  S', 
S  ",  &c.  décomposées  parallèlement  à  cet  axe ,  sera  donc  S .  S.  (j^j  > 
la  caractéristique  S  des  intégrales  finies  ,  exprimant  ici  la  somme 

des  termes  ^•(tt);&C' 

Soit  /^la  résultante  de  toutes  les  forces  S,  S',  &c.  j  et  U  la  dis- 
tance du  point  M,  à  un  point  de  la  direction  de  cette  résultante  , 

pris  pour  son  origine  ;  V.  sera  l'expression  de  cette  résul- 

tante décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x;  on  aura  donc,  par  le 
précédent, 

'••(■;) 

On  aura  pareillement 

d'où  l'on  tire  ,  en  multipliant  respectivement  ces  trois  équations 
par  S~x ,  tyyfM-f  et  en  les  ajoutant  ensemble, 
y.ïu—  X.S.fs  ;  (a) 
Cette  dernière  équation  ayant  lieu ,  quelles  que  soient  les  variations 
g-x,  fy,  S-z,  elle  équivaut  aux  trois  précédentes.  Si  son  second 
membre  est  la  variation  exacte  d'une  fonction  tp ,  on  aura  V .  gu—g<p , 
et  par  conséquent , 

c'est-à-dire  que  la  somme  de  toutes  les  forces  S,  S',  &c.  décompo- 
sées parallèlement  à  l'axe  des  x,  est  égale  à  la  différence  partielle 

Ce  cas  a  généralement  lieu ,  lorsque  ces  forces  sont  respec- 
tivement fonctions  de  la  distance  de  leur  origine,  au  point  M.  Alors 

pour 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  I.  9 
pour  avoir  la  résultante  de  toutes  ces  forces ,  décomposée  parallèle- 
ment à  une  droite  quelconque;  on  prendra  l'intégrale  S./.  S  <T  s,  et 
en  nommant  <p  cette  intégrale ,  on  la  considérera  comme  une  fonc- 
tion de  x ,  et  de  deux  autres  droites  perpendiculaires  entre  ellés  et 

à  x  ;  la  différence  partielle  {^f^j  sera  la  résultante  des  forces  , 

S',  &c.  décomposée  parallèlement  à  la  droite  x. 

3.  Lorsque  le  point  M  est  en  équilibre  ,  en  vertu  de  tontes  les 
forces  qui  le  sollicitent;  leur  résultante  est  nulle,  et  l'équation  (a) 
devient 

o  =  2.  S.  £s;  (b) 

c'est-à-dire  que  dans  le  cas  de  l'équilibre  d'un  point  sollicité  par 
un  nombre  quelconque  de  forces,  la  somme  des  produits  de  cbaque 
force,  par  l'élément  de  sa  direction  est  nulle. 

Si  le  point  M  est  forcé  d'être  sur  une  surface  courbe  ;  il 
éprouvera  de  sa  part  une  réaction  ,  que  nous  désignerons  par  R. 
Cette  réaction  est  égale  et  directement  contraire  à  la  pression  que 
le  point  exerce  sur  la  surface;  car  en  le  concevant  animé  des  deux 
forces  R  et—R,  on  peut  supposer  que  la  force— R  est  détruite  par 
la  réaction  de  la  surface ,  et  qu'ainsi  le  point  M  presse  la  surface 
avec  la  force — R;  or,  la  force  de  pression  d'un  point  sur  une  sur- 
face lui  est  perpendiculaire,  autrement  elle  pourroit  se  décomposer 
en  deux,  l'une  perpendiculaire  à  la  surface,  et  qui  seroit  détruite 
par  elle,  l'autre  parallèle  à  la  surface,  et  en  vertu  de  laquelle 
le  point  n'auroit  point  d'action  sur  cette  surface,  ce  qui  est  contre 
la  supposition  ;  en  nommant  donc  r  la  perpendiculaire  menée  par 
le  point  M  à  la  surface ,  et  terminée  à  un  point  quelconque  de  sa 
direction,  la  force  R  sera  dirigée  suivant  cette  perpendiculaire  :  il 
faudra  donc  ajouter  R.fr  au  second  membre  de  l'équation  (b)  qui 
devient  ainsi  : 

o  =  ?.Sïs  +  R.S'r  j  (c) 
— R  étant  alors  la  résultante  de  toutes  les  forces  S,  S',  &c.  elle 
est  perpendiculaire  à  la  surface. 

Si  l'on  suppose  que  les  variations  arbitraires      ,  S'y ,  S*z,  appar- 
tiennent à  la  surface  courbe  sur  laquelle  le  point  est  assujetti;  on  a 
par  la  nature  de  la  perpendiculaire  à  cette  surface,  ^r=o ,  ce  qui 
Mi'îcan.  cÉL.  Tome  I.  B 
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fait  disparoître  i? .  S-  r  de  l'équation  précédente  :  l'équation  (b)  a  donc 
encore  lieu  dans  ce  cas ,  pourvu  que  l'on  élimine  l'une  des  trois 
variations  Sx ,  Sy ,  Sz ,  au  moyen  de  l'équation  à  la  surface;  mais 
alors  l'équation  (b) ,  qui  dans  le  cas  général ,  équivaut  à  trois  équa- 
tions, n'équivaut  plus  qu'à  deux  équations  distinctes,  que  l'on  ob- 
tient en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficiens  des  deux  différen- 
tielles restantes.  Soit  u  —  o  l'équation  de  la  surface,  les  deux  équa- 
tions Sr=oet  S  u  -—  o  auront  lieu  en  même  temps;  ce  qui  exige  que 
S~r  soit  égal  KN.Su ,  N  étant  fonction  de  x ,  y ,  z.  Pour  la  déter- 
miner ,  nommons  a ,  b ,  c ,  les  coordonnées  de  l'origine  de  r  ;  on 
aura  : 

r=  V  (x  —  af  +  (y  —  b)'  +  (z  —  efi 
d'où  l'on  tire  (7-)*+  +  = 1  '  et  Par  conséquent 

en  faisant  donc 

le  terme  R.Sr  de  l'équation  (c)  se  changera  dans  a.  Su ,  et  cette 
équation  deviendra , 

o  =  S  .  S  S- s  +  x.ftf) 
équation  dans  laquelle  on  doit  égaler  séparément  à  zéro  ,  les  coef- 
ficiens des  variations  Sx,  Sy ,  S z ,  ce  qui  donne  trois  équations; 
mais  elles  n'équivalent  qu'à  deux  équations  entre  x ,  y ,  z,  à  cause 
de  l'indéterminée  a  qu'elles  renferment.  On  peut  donc,  au  lieu  d'é- 
liminer de  l'équation  (&),  une  des  variations  Sx,  Sy,  Sz ,  au  moyen 
de  l'équation  différentielle  à  la  surface ,  lui  ajouter  cette  équation 
multipliée  par  une  indéterminée*,  et  considérer  alors  les  varia- 
tions Sx,  Sy,  Sz,  comme  indépendantes.  Cette  méthode  qui  résulte 
encore  de  la  théorie  de  l'élimination ,  réunit  à  l'avantage  de  simpli- 
fier le  calcul,  celui  de  faire  connoître  la  pression  —  R  que  le  point 
M  exerce  contre  la  surface. 

Concevons  ce  point  renfermé  dans  un  canal  à  simple  ou  à  double 
courbure;  il  éprouvera  de  la  part  de  ce  canal,  une  réaction  que  nous 
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désignerons  par  k,  et  qui  sera  égale  et  directement  contraire  à  la 
pression  que  le  point  exerce  contre  le  canal,  et  dont  la  direction 
sera  perpendiculaire  au  côté  du  canal  :  or ,  la  courbe  formée  par 
ce  canal  est  l'intersection  de  deux  surfaces  dont  les  équations  ex- 
priment sa  nature;  on  peut  donc  considérer  la  force  /£•,  comme  la 
résultante  des  deux  réactions  R  et  R'  que  le  point  M  éprouve  de 
la  part  de  chacune  des  surfaces;  puisque  les  directions  des  trois 
forces  R,R'  eïk  étant  perpendiculaires  au  côté  de  la  courbe,  elles 
sont  dans  un  même  plan.  En  nommant  ainsi  Sr,  JVles  élémens  des 
directions  des  forces  R  et  R' ,  directions  respectivement  perpen- 
diculaires à  chaque  surface  ;  il  faudra  ajouter  à  l'équation  (b)  les 
deux  termes  R.Sr  etR'ï.r',  ce  qui  la  change  dans  celle-ci  : 

o=%.S  fs  +  R.fr+R.'  JV.  (d) 
Si  l'on  détermine  les  variations  Sx ,  Sy ,  Sz ,  de  manière  qu'elles 
appartiennent  à  la  fois  aux  deux  surfaces ,  et  par  conséquent  à  la 
courbe  formée  par  le  canal  ;  JV  et  Sr  seront  nuls ,  et  l'équation  pré- 
cédente se  réduira  à  l'équation  (b)  qui,  par  conséquent,  a  encore 
lieu  dans  le  cas  où  le  point  M  est  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un 
canal  ;  pourvu  qu'au  moyen  des  deux  équations  qui  expriment  la 
nature  de  ce  canal,  on  fasse  disparoître  deux  des  variations  Sxy 

Supposonsque«=o,  et  u'  —  o,  soient  les  équations  de  deux  sur- 
faces dont  l'intersection  forme  le  canal.  Si  l'on  fait  : 

l'équation  (g?)  deviendra 

o  =  S.  S.Ss  +  *.Su  +  h'.  Su'  ; 
équation  dans  laquelle  on  égalera  séparément  à  zéro,  les  coefficient 
de  chacune  des  variations  Sx,  Sy ,  Sz  ;  on  aura  ainsi  trois  équa- 
tions au  moyen  desquelles  on  déterminera  les  valeurs  de  a  et 

B  3 
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de  h',  qui  donneront  les  réactions  R  et  M'  des  deux  surfaces  ;  et  en 
les  composant,  on  aura  la  réaction  h  du  canal  sur  le  point  M,  et  par 
conséquent,  la  pression  que  ce  point  exerce  contre  le  canal.  Cette 
réaction  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x  ,  est  égale  à 

r  -  (£) + ;  ou  à  a  •  (tï) + 5  les  équations  de 

condition  u  =  o,u=o,  auxquelles  le  mouvement  du  point  M 
est  assujetti,  expriment  donc ,  au  moyen  des  différences  partielles 
des  fonctions  qui  sont  nulles  en  vertu  de  ces  équations  ,  les  résis- 
tances que  le  mobile  éprouve ,  en  vertu  des  conditions  de  son  mou- 
vement. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède,  que  l'équation  (  b  )  de  l'équilibre , 
a  généralement  lieu ,  pourvu  que  l'on  assujettisse  les  variations 
fx,  ty,  *z,  aux  conditions  de  l'équilibre.  Cette  équation  peut  se 
traduire  clans  le  principe  suivant. 

«  Si  l'on  fait  varier  infiniment  peu  la  position  du  point  M,  en 
»  sorte  qu'il  reste  toujours  sur  la  surface  ou  sur  la  courbe  qu'il 
»  doit  suivre,  s'il  n'est  pas  entièrement  libre;  la  somme  des  forces 
»  qui  le  sollicitent,  multipliées  chacune  par  l'espace  que  le  point 
»  parcourt  suivant  sa  direction ,  est  égale  à  zéro ,  dans  le  cas  de 
y>  l'équilibre  ». 

Les  variations  îx ,  S'y ,  S~z  étant  supposées  arbitraires  et  indé- 
pendantes, on  peut  dans  l'équation  (a)  substituer  aux  coordonnées 
x  ,  y ,  z,  trois  autres  quantités  qui  en  soient  fonctions ,  et  égaler 
les  coefficiens  des  variations  de  ces  quantités  à  zéro.  Nommons 
ainsi  f  le  rayon  mené  de  l'origine  des  coordonnées,  à  la  projection  du 
point  M,  sur  le  plan  des  x  et  des  y,  et  *  l'angle  formé  par  f  et 
par  l'axe  des  x ,  nous  aurons  : 

x  =  f. cos.  nr  ;     y  =  p •  sin.  «s . 
En  considérant  donc  dans  l'équation  (a) ,  u,  s,  s',  &c,  comme 
fonctions  de  p ,  «  et  z  ;  et  comparant  les  coefficiens  de  S™,  on  aura 

L  .  (^^j  est  l'expression  de  la  force  /^"décomposée  suivant  l'élé- 
ment p.  JV.  Soit  f?  cette  force  décomposée  parallèlement  au  plan 
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des  x  et  des  y  ,  et  p  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'axe  des  z  sur  la 

sera  une 


direction  de   V,  parallèlement  au  même  plan  ;  — 


seconde  expression  de  la  force  V  décomposée  suivant  l'élément 
P  <a  ;  on  aura  donc 

Si  l'on  conçoit  la  force  P"  appliquée  à  l'extrémité  de  la  perpendi- 
culaire/?,  elle  tendra  à  la  faire  tourner  autour  de  l'axe  des  z  ;  le 
produit  de  cette  force  ,  par  la  perpendiculaire ,  est  ce  que  l'on 
nomme  moment  de  la  force  Z^par  rapport  à  l'axe  des  z;  ce  moment 

est  donc  ésal  à  Jt!—-  )  ;  et  il  résulte  de  l'équation  (<?) ,  que  le 

\à  <m  J 

moment  de  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  des  forces  ,  est 
égal  à  la  somme  des  momens  de  ces  forces. 
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CHAPITRE  IL 

Du  mouvement  d'un  point  matériel. 

4-  Un  point  en  repos  ne  peut  se  donner  aucun  mouvement,  puis- 
qu'il ne  renferme  pas  en  lui-même  de  raison  pour  se  mouvoir  dans 
un  sens  plutôt  que  dans  un  autre.  Lorsqu'il  est  sollicité  par  une 
force  quelconque,  et  ensuite  abandonné  à  lui-même;  il  se  meut 
constamment  d'une  manière  uniforme  dans  la  direction  de  cette 
force,  s'il  n'éprouve  aucune  résistance.  Cette  tendance  de  la  matière 
à  persévérer  dans  son  état  de  mouvement  ou  de  repos,  est  ce  que 
l'on  nomme  inertie.  C'est  la  première  loi  du  mouvement  des  corps. 

La  direction  dumouvement  en  ligne  droite,  suit  évidemment  de 
ce  qu'il  n'y  a  aucune  raison  pour  que  le  point  s'écarte  plutôt  à  droite 
qu'à  gauche  de  sa  direction  primitive  ;  mais  l'uniformité  de  son 
mouvement  n'est  pas  de  la  même  évidence.  La  nature  de  la  force 
motrice  étant  inconnue ,  il  est  impossible  de  savoir  à  priori  si  cette 
force  doit  se  conserver  sans  cesse.  A  la  vérité,  un  corps  étant  inca- 
pable de  se  donner  aucun  mouvement  à  lai-même ,  il  paroît  égale- 
ment incapable  d'altérer  celui  qu'il  a  reçu  ;  en  sorte  que  la  loi 
d'inertie  est  au  moins  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple  que  l'on 
puisse  imaginer  ;  elle  est  d'ailleurs  confirmée  par  l'expérience  :  en 
effet,  nous  observons  sur  la  terre  que  les  mouvemens  se  perpétuent 
plus  long-temps ,  à  mesure  que  les  obstacles  qui  s'y  opposent  vien- 
nent à  diminuer  ;  ce  qui  nous  porte  à  croire  que',  sans  ces  obs- 
tacles, ils  dureroient  toujours.  Mais  l'inertie  de  la  matière  est  prin- 
cipalement remarquable  dans  les  mouvemens  célestes  qui,  de- 
puis un  grand  nombre  de  siècles ,  n'ont  point  éprouvé  d'altéra- 
tion sensible.  Ainsi,  nous  regarderons  l'inertie  comme  une  loi  de 
la  nature,  et  lorsque  nous  observerons  de  l'altération  dans  le  mou- 
vement d'un  corps ,  nous  supposerons  qu'elle  est  due  à  l'action 
d'une  cause  étrangère. 
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Dans  le  mouvement  uniforme,  les  espaces  parcourus  sont  pro- 
portionnels aux  temps  ;  mais  les  temps  employés  à  décrire  un  espace 
déterminé  sont  plus  ou  moins  longs ,  suivant  la  grandeur  de  la 
force  motrice.  Ces  différences  ont  fait  naître  l'idée  de  vitesse  qui, 
dans  le  mouvement  uniforme ,  est  le  rapport  de  l'espace  au  temps 
employé  à  le  parcourir  :  ainsi,  s  représentant  l'espace,  fie  temps, 

s 

et  v  la  vitesse ,  on  a  v  =  -.  Le  temps  et  l'espace  étant  des  quantités  hé- 
térogènes ,  et  par  conséquentincomparables  ;  on  choisit  un  intervalle 
de  temps  déterminé,  tel  que  la  seconde,  pour  unité  de  temps;  on  choi- 
sit pareillement  une  unité  d'espace,  telle  que  le  mètre  ;  et  alors  l'es- 
pace et  le  temps  sont  des  nombres  abstraits,  qui  expriment  combien 
ils  renferment  d'unités  de  leur  espèce,  et  qui  peuvent  être  compa- 
rés l'un  à  l'autre.  La  vitesse  devient  ainsi  le  rapport  de  deux  nom- 
bres abstraits,  et  son  unité  est  la  vitesse  du  corps  qui  parcourt  un 
mètre  dans  une  seconde. 

^  .  La  force  n'étant  connue  que  par  l'espace  qu'elle  fait  décrire 
dans  un  temps  déterminé,  il  est  naturel  de  prendre  cet  espace  pour 
sa  mesure;  mais  cela  suppose  que  plusieurs  foi'ces  agissantes  dans 
le  même  sens,  feront  parcourir  un  espace  égal  à  la  somme  des  espaces 
que  chacune  d'elles  eût  fait  parcourir  séparément,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même ,  que  la  force  est  proportionnelle  à  la  vitesse.  C'est 
ce  que  nous  ne  pouvons  pas  savoir  à  priori  ;  vu  notre  ignorance 
sur  la  nature  de  la  force  motrice  :  il  faut  donc  encore  sur  cet  objet, 
recourir  à  l'expérience  ;  car  tout  ce  qui  n'est  pas  une  suite  néces- 
saire du  peu  de  données  que  nous  avons  sur  la  nature  des  choses , 
n'est  pour  nous  qu'un  résultat  de  l'observation^ 

Nommons  v ,  la  vitesse  de  la  terre,  commune  a.  fous  les  corps 
qui  sont  à  sa  surface;  soit  ff  la  force  dont  un  de  ces  corps  M ,  est 
animé  en  vertu  de  cette  vitesse,  et  supposons  que  i>—f.${f), 
soit  la  relation  qui  existe  entre  la  vitesse  et  la  force;  <p  (f)  étant 
une  fonction  de  f,  qu'il  faut  déterminer  par  l'expérience.  Soient  a, 
b,  c,  les  trois  forces  partielles ,  dans  lesquelles  la  force  /  se  décom- 
pose parallèlement  à  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux.  Conce- 
vons ensuite  le  mobile  M  sollicité  par  une  nouvelle  force/'  qui  se 
décompose  en  trois  autres  a  ,  b' ,  c' ,  parallèles  aux  mêmes  axes. 
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Les  forces  dont  ce  mobile  sera  animé  suivant  ces  axes ,  seront  a  +  a, 
b  +  b' ,c  +  c'  ;  et  en  nommant  Fia.  force  unique  qui  en  résulte,  on 
aura  par  ce  qui  précède  ; 

F  =  V(a  (b  +  (h'+  à')*- 

,         (a  -\-  a' ) .  U 

Si  l'on  nomme  U,  la  vitesse  correspondante  a  F;  — —  sera 

cette  vitesse  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  a  ;  ainsi  la  vitesse 
relative  du  mobile  sur  la  terre  ,  sera  parallèlement  à  cet  axe  , 

(a  +  a'}-U  —  — ,  ou  (a  +  a) .  p  (F)  —  a.  <p  (f).  Les  forces  les  plus 
F  f 

considérables  que  nous  puissions  imprimer  aux  corps  à  la  surface 
de  la  terre ,  étant  beaucoup  plus  petites  que  celles  dont  ils  sont 
animés  en  vertu  du  mouvement  de  la  terre  ;  nous  pouvons  consi- 
dérer a,  b',  c',  comme  des  quantités  infiniment  petites  relativement 
à  f  ;  nous  aurons  ainsi  : 

aa'+bb'+cc'       .  ,f.,    (aa'+  bb'+cc) 

f=/+     f  —  <  &<?(F)=<i>(f) +  j — — •  ?  c/;  j 

<p'  (f)  étant  la  différentielle  de  <p(f)  divisée  par  df.  La  vitesse 
relative  de  M  suivant  l'axe  des  a ,  deviendra  ainsi , 

a'.ç(f)+j.{aa'  +  bb'  +  cc'}.ç'(f). 
Ses  vitesses  relatives  suivant  les  axes  des  b  et  des  c ,  seront 
b'.v(f)+j.{aa'  +  bb'  +  cc'}.<p'(f); 

c'.<p(f)  +  Cj.{aa'+bb'  +  cc'}.<?'(f). 

La  position  des  axes  des  a ,  des  b  et  des  c  étant  arbitraire ,  nous 
pouvons  prendre  la  direction  de  la  force  imprimée ,  pour  l'axe 
des  a ,  et  alors  V  et  c'  seront  nuls  ;  les  vitesses  relatives  précé-r 
dentés  se  changent  dans  celles-ci: 

a.{*(f)+j.*'(f)};     ~.*.*'(f)>  f.a'WCf). 

Si  <p'  (/)  n'est  pas  nul;  le  mobile ,  en  vertu  de  la  force  impri- 
mée a'  aura  une  vitesse  relative,  perpendiculaire  à  la  direction  de 
cette  force  ,  pourvu  que  b  et'  c  ne  soient  pas  nuls  ;  c'est-à-dire , 
pourvu  que  la  direction  de  cette  force  ne  coïncide  pas  avec  celle 
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du  mouvement  de  la  terre.  Ainsi ,  en  concevant  qu'un  globe  en 
repos  sur  un  plan  horizontal  très-uni,  vienne  à  être  frappé  par  la 
base  d'un  cylindre  droit,  mû  suivant  la  direction  de  son  axe  sup- 
posé horizontal;  le  mouvement  relatif  apparent  du  globe  ne  seroit 
point  parallèle  à  cet  axe ,  dans  toutes  les  positions  de  l'axe  par  rap- 
port à  l'horizon  :  voilà  donc  un  moyen  simple  de  reconnoître  par 
l'expérience  si  p'  (f)  a  une  valeur  sensible  sur  la  terre;  mais  les 
expériences  les  plus  précises  ne  font  appercevoir  dans  le  mouve- 
ment apparent  du  globe ,  aucune  déviation  de  la  direction  de  la  force 
imprimée  ;  d'où  il  suit  que  sur  la  terre ,  p  '  (f)  est  nul  à  très-peu- 
près.  Sa  valeur ,  pour  peu  qu'elle  fût  sensible  ,  se  manifesteroit 
principalement  dans  la  durée  des  oscillations  du  pendule,  durée  qui 
seroit  différente,  suivant  la  position  du  plan  de  son  mouvement, 
par  rapport  à  la  direction  du  mouvement  de  la  terre.  Les  observa- 
tions les  plus  exactes  ne  laissant  appercevoir  aucune  différence  sem- 
blable ,  nous  devons  en  conclure  que  p  (jT)  est  insensible ,  et  peut 
être  supposé  nul  sur  la  terre. 

Si  l'équation  p'  (f)  =  o  ,  avoit  lieu,  quelle  que  soit  la  force  ff 
P  (f)  seroit  constant,  et  la  vitesse  seroit  proportionnelle  à  la  force  ; 
elle  lui  seroit  encore  proportionnelle  ,  si  la  fonction  p  (f)  n'étoit 
composée  que  d'un  seul  terme,  puisqu'autrement  p  '  (f)  ne  seroit 
jamais  nul,  f  ne  l'étant  pas;  il  faudroit  donc,  si  la  vitesse  n'étoit 
pas  proportionnelle  à  la  force ,  supposer  que  ,  dans  la  nature ,  la 
fonction  delà  vitesse,  qui  exprime  la  force,  est  formée  de  plusieurs 
termes ,  ce  qui  est  peu  probable  ;  il  faudroit  supposer  de  plus , 
que  la  vitesse  de  la  terre  est  exactement  celle  qui  convient  à  l'équa- 
tion?' (  f)  =  o,  ce  qui  est  contre  toute  vraisemblance.  D'ailleurs, 
la  vitesse  de  la  terre  varie  dans  les  diverses  saisons  de  l'année  : 
elle  est  d'un  trentième  environ  plus  grande  en  hiver  qu'en  été. 
Cette  variation  est  plus  considérable  encore,  si,  comme  tout  pa- 
roît  l'indiquer,  le  système  solaire  est  en  mouvement  dans  l'espace; 
car  selon  que  ce  mouvement  progressif  conspire  avec  celui  de  la 
terre,  ou  selon  qu'il  lui  est  contraire;  il  doit  en  résulter,  pen- 
dant le  cours  de  l'année,  de  grandes  variations  dans  le  mouvement 
absolu  de  la  terre,  ce  qui  devroit  altérer  l'équation  dont  il  s'agit, 
et  le  rapport  de  la  force  imprimée  à  la  vitesse  absolue  qui  en 
Mécan.  cêij.  Tome  I.  Q 
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résulte,  si  cette  équation  et  ce  rapport  n'étoient  pas  indépendans 
du  mouvement  de  la  terre  :  cependant,  l'observation  n'y  fait  apper- 
cevoir  aucune  altération  sensible. 

Voilà  donc  deux  loixdu  mouvement;  savoir,  la  loi  d'inertie, 
et  celle  de  la  force  proportionnelle  à  la  vitesse,  qui  sont  données 
par  l'observation.  Elles  sont  les  plus  naturelles  et  les  plus  simples 
que  l'on  puisse  imaginer,  et  sans  doute ,  elles  dérivent  de  la  nature 
même  de  la  matière  ;  mais  cette  nature  étant  inconnue  ,  elles  ne 
sont  pour  nous  que  des  faits  observés,  les  seuls  ,  au  reste,  que  la 
mécanique  emprunte  de  l'expérience. 

6.  La  vitesse  étant  proportionnelle  à  la  force,  ces  deux  quan- 
tités peuvent  être  représentées  l'une  par  l'autre ,  et  tout  ce  que 
nous  avons  établi  précédemment  sur  la  composition  des  forces, 
s'applique  à  la  composition  des  vitesses.  Il  en  résulte  que  les  mou- 
vemens  relatifs  d'un  système  de  corps  animés  de  forces  quel- 
conques, sont  les  mêmes,  quel  que  soit  leur  mouvement  commun; 
car  ce  dernier  mouvement  décomposé  en  trois  autres  parallèles 
à  trois  axes  fixes,  ne  fait  qu'accroître  d'une  même  quantité,  les 
vitesses  partielles  de  chaque  corps,  parallèlement  à  ces  axes;  et 
comme  leur  vitesse  relative  ne  dépend  que  de  la  différence  de  ces 
vitesses  partielles ,  elle  est  la  même ,  quel  que  soit  le  mouvement 
commun  à  tous  les  corps  :  il  est  donc  impossible  alors  de  juger  du 
mouvement  absolu  d'un  système  dont  on  fait  partie,  par  les  appa- 
rences que  l'on  y  observe ,  et  c'est  ce  qui  caractérise  la  loi  de  la 
proportionnalité  de  la  force  à  la  vitesse. 

Il  résulte  encore  du  n°.  3 ,  que  si  l'on  projette  chaque  force  et 
leur  résultante,  sur  un  plan  fixe  ;  la  somme  des  momens  des  forces 
composantes,  ainsi  projetées  par  rapport  à  un  point  fixe  pris  sur 
le  plan,  est  égale  au  moment  de  la  projection  de  la  résultante  :  or, 
si  de  ce  point,  on  mène  au  mobile,  un  rayon  que  nous  nomme- 
rons rayon  vecteur;  ce  rayon  projeté  sur  le  plan  fixe,  y  trace- 
roit,  en  vertu  de  chaque  force  agissante  séparément,  une  aire  égale 
au  produit  de  la  projection  de  la  ligne  qu'elle  feroit  décrire ,  par 
la  moitié  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  fixe ,  sur  cette 
projection  :  cette  aire  est  donc  proportionnelle  au  temps.  Elle  est 
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encore,  dans  un  temps  donné ,  proportionnelle  au  moment  de  la' 
projection  de  la  force  ;  ainsi ,  la  somme  des  aires  que  traceroit  la 
projection  du  rayon  vecteur,  en  vertu  de  chaque  force  compo-- 
santé,  si  elle  agissoit  seule,  est  égale  à  l'aire  que  la  résultante  fait 
décrire  à  cette  projection.  Il  suit  de-là  que  si  un  mobile  projeté 
d'abord  en  ligne  droite ,  est  ensuite  sollicité  par  des  forces  quel- 
conques ,  dirigées  vers  le  point  fixe  ;  son  rayon  vecteur  décrira 
toujours  autour  de  ce  point,  des  aires  proportionnelles  aux  temps  ; 
puisque  les  aires  queferoient  décrire  à  ce  rayon,  les  nouvelles  com- 
posantes ,  seraient  nulles.  Réciproquement,  on  voit  que  si  le  mobile 
décrit  autour  du  point  fixe ,  des  aires  proportionnelles  aux  temps  ; 
la  résultante  des  nouvelles  forces  qui  le  sollicitent,  est  constam- 
ment dirigée  vers  ce  point. 

y .  Considérons  maintenant,  le  mouvement  d'un  point  sollicite 
par  des  forces  qui  semblent  agir  d'une  manière  continue,  telles  que 
la  pesanteur.  Les  causes  de  cette  force  et  des  forces  semblables  qui 
ont  lieu  dans  la  nature,  étant  inconnues,  il  est  impossible  de  savoir 
si  elles  agissent  sans  interruption,  ou  si  leurs  actions  successives 
sont  séparées  par  des  intervalles  de  temps,  dont  la  durée  est  insen- 
sible; mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  phénomènes  doivent 
être  à  très-peu-près  les  mêmes  dans  ces  deux  hypothèses  ;  car  si 
l'on  représente  la  vitesse  d'un  corps  sollicité  par  une  force  sans 
cesse  agissante ,  par  l'ordonnée  d'une  courbe  dont  l'abscisse  repré- 
sente le  temps  ;  cette  courbe,  dans  la  seconde  hypothèse,  se  chan- 
gera dans  un  polygone  d'un  très-grand  nombre  de  côtés,  et  qui, 
par  cette  raison,  pourra  se  confondre  avec  la  courbe.  Nous  adop- 
terons la  première  hypothèse  avec  les  géomètres,  et  nous  suppose- 
rons que  l'intervalle  de  temps  qui  sépare  deux  actions  consécutives 
d'une  force  quelconque ,  est  égal  à  l'élément  d  t  du  temps  que  nous 
désignerons  par  t.  Il  est  clair  qu'il  faut  alors  supposer  l'action  de 
la  force,  d'autant  plus  considérable,  que  l'intervalle  qui  sépare 
ses  actions  successives,  est  supposé  plus  grand  ;  afin  qu'après  le 
même  temps  t,la.  vitesse  soit  la  même  :  l'action  instantanée  d'une 
force  doit  donc  être  supposée  en  raison  de  son  intensité  et  de  l'élé- 
ment du  temps  pendant  lequel  elle  est  supposée  agir.  Ainsi,  en  repré- 
sentant par  P  cette  intensité ,  on  doit  supposer  au  commencement 
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de  chaque  instant  dt,  le  mobile  sollicité  par  une  force  P.dt,  et 

mû  uniformément  pendant  cet  instant.  Cela  posé  : 

On  peut  réduire  toutes  les  forces  qui  sollicitent  un  point  M,  à 
trois  forces  P  ,Q,R,  agissantes  parallèlement  à  trois  coordonnées 
rectangles  x,  y ,  z ,  qui  déterminent  la  position  de  ce  point;  nous 
supposerons  ces  forces  agir  en  sens  contraire  de  l'origine  de  ces 
coordonnées  ;  ou  tendre  à  les  accroître.  Au  commencement  d'un 
nouvel  instant  d  t,  le  mobile  reçoit  dans  le  sens  de  chacune  de  ces 
coordonnées  ,  les  accroissemens  de  force  ou  de  vitesse ,  P.dt, 
Q.  dt,  R.dt.  Les  vitesses  du  point  M,  parallèles  à  ces  coor- 
d  ic    d       d  z 

données  sont  -A  -A  -A  car  dans  un  instant  infiniment  petit, 

d  t     d  t     d  t 

elles  peuvent  être  censées  uniformes,  et  par  conséquent  égales  aux 
espaces  élémentaires  divisés  par  l'élément  du  temps.  Les  vitesses 
dont  le  mobile  est  animé  au  commencement  d'un  nouvel  instant, 
sont  par  conséquent  : 


ou 


-d7+F-dt  } 


dx 

7/7  +  d 

d  t 


dt  dt 


dy 
dt 
dz 
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+  d 
+  d 


dt 
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dt 
dz 
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+  Q.dt; 
+  R.dt  ; 


mais  dans  ce  nouvel  instant ,  les  vitesses  dont  le  mobile  est  animé 

dx      .  dx 

parallèlement  aux  coordonnées  x,y,z,  sont  évidemment—  +  d .  -  j£  ; 

dJL  +  d.%±  +  d.^;lesîorces-d.~+P.dt,-d.^+Q.dt, 
dt  dt'  dt  dt'  dt  at 

et  —d.  —  +  jR.dt,  doivent  donc  être  détruites,  en  sorte  que  le 
dt 

mobile  M,  en  vertu  de  ces  forces  seules,  seroit  en  équilibre.  Ainsi 
en  désignant  par  iy,  'Jfcrç  les  variations  quelconques  des  trois 
coordonnées  x,y,  z,  variations  qu'il  ne  faut  pas  confondre  avec 
les  différences  dx  ,  dy  ,  di 


qui  expriment  les  espaces  que  le  mo- 
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bile  décrit  parallèlement  aux  coordonnées  durant  l'instant  dt; 
l'équation  (  b  )  du  n°.  5  deviendra 

^^d.^-P.dt^y^-Q.dtYn^.^R.dt), 

Si  le  point  M  est  libre ,  on  égalera  séparément  à  zéro,  les  coefficiens 
de  S~x ,  S- y  et  S~z ,  et  l'on  aura  ,  en  supposant  l'élément  dt  du  temps, 
constant,  les  trois  équations  différentielles  , 

ddx  ddy  ddz  _ 

Si  le  point  M  n'est  pas  libre ,  en  sorte  qu'il  soit  assujetti  à  se 
mouvoir  sur  une  surface  ou  sur  une  ligne  courbe  ;  on  éliminera 
de  l'équation  (/)  ,  au  moyen  des  équations  à  la  surface  ou  à  la 
courbe,  autant  de  variations  £ x ,  S'y,  Sz,  qu'il  y  aura  d'équations, 
et  l'on  égalera  séparément  à  zéro ,  les  coefficiens  des  variations  res- 
tantes. 

8.  On  peut  supposer  dans  l'équation  (/)  les  variations  Sx,  Sy, 
Sz  égales  aux  différentielles  dx,  cl  y ,  dz,  puisque  ces  différen- 
tielles sont  nécessairement  assujetties  aux  conditions  du  mouve- 
ment du  mobile  M.  En  faisant  cette  supposition,  et  en  intégrant 
ensuite  l'équation  (/),  on  aura  : 

d**+Z+ d  * ==  «'+»'/(*!•«*'+  Qdy^R.  âz)  ; 

dx%  -j-  dy%  -f-  dz2, 

c  étant  une  constante  arbitraire.   ~   est  le  quarré  de  la 

vitesse  de  M ,  vitesse  que  nous  désignerons  par  v  ;  en  supposant 
donc  que  Pdx+  Qdy  +  Rdz  soit  la  différence  exacte  d'une  fonc- 
tion ? ,  on  aura 

p*  =  c  +  2  <f.  (g) 
Ce  cas  a  lieu  lorsque  les  forces  qui  sollicitent  le  point  M,  sont 
fonctions  des  distances  de  leurs  origines  à  ce  point ,  ce  qui  com- 
prend à  peu-près  toutes  les  forces  de  la  nature.  En  effet,  S,  S',  etc. 
représentant  ces  forces,  et  s ,  s',  etc.  étant  les  distances  du  point  M 
à  leurs  origines  ;  la  résultante  de  toutes  ces  forces,  multipliée  par 
la  variation  de  sa  direction  ,  sera  par  le  n°.  2,  égale  à  S.iS.  S  s; 
elle  est  encore  égale  à  P.  Sx+  Q.  Sy  +  M.  Sz  ;  on  a  donc  : 
P.  Sx+Q.  Sy  +  R.  Sz  =  z.  S.  Ss; 
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ainsi,  le  second  membre  de  cette  équation  étant  une  différence 

exacte ,  le  premier  membre  l'est  pareillement. 

Il  résulte  de  l'équation  (g),  i°.  que  si  le  point  M  n'est  sollicité 
par  aucunes  forces,  sa  vitesse  est  constante,  puisqu'alors,  p=o; 
C'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  d'ailleurs ,  en  observant  qu'un 
corps  mû  dans  une  surface  ou  sur  une  ligne  courbe ,  ne  perd  à 
la  rencontre  de  chaque  plan  infiniment  petit  de  la  surface  ,  ou  de 
chaque  côté  infiniment  petit  de  la  courbe,  qu'une  partie  infini- 
ment petite  du  second  ordre  de  sa  vitesse.  2°.  Que  le  point  M , 
en  partant  d'un  point  donné  avec  une  vitesse  donnée,  pour  arri- 
ver à  un  autre  point,  aura,  en  parvenant  à  ce  dernier  point,  la 
même  vitesse ,  quelle  que  soit  la  courbe  qu'il  aura  décrite. 

Mais  si  le  mobile  n'est  point  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  courbe 
déterminée;  la  courbe  qu'il  décrit,  jouit  d'une  propriété  singulière, 
à  laquelle  on  a  été  conduit  par  des  considérations  métaphysiques, 
et  qui  n'est  au  fond  qu'un  résultat  remarquable  des  équations  dif- 
férentielles précédentes.  Elle  consiste  en  ce  que  l'intégrale  Jv  ds, 
comprise  entre  les  deux  points  extrêmes  de  la  courbe  décrite,  y  est 
moindre  que  sur  toute  autre  courbe,  si  le  corps  est, libre,  ou  sur 
toute  autre  courbe  assujettie  à  la  même  surface  sur  laquelle  il  doit 
se  mouvoir,  s'il  n'est  pas  entièrement  libre. 

Pour  le  faire  voir,  nous  observerons  que  Pdx+  Qdy+Rdz 
étant  supposé  une  différentielle  exacte,  l'équation  (g)  donne  : 
v  S-v  —  P.  S-x^r  Q-  J>  +  -S.  *z  ; 

t 

l'éqtiation  (f)  du  n°.  précédent  devient  ainsi  : 

,   dx            ,    dy                 dz  ,  , 

o  —  ^x.d.  \-£v.d.  -r-  +  £z.d.  —,  çdt.rp. 

dt       J         dt  dt 
Nommons  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile  ;  nou3 

aurons   

pdt—dsi    ds=  Vdx*  +  dy*  +  dz*; 

partant 

.    dx  ,  dy  ,    dz         ,      .  ,,\ 

o—  ïx.d.—  +S-v.d.~  +  ^z  .d.-  ds.fp  ;  {h) 

dt  dt  dt 

en  différentiant  par  rapport  à  «T,  l'expression  de  ds ,  on  a 

f£s  ,  dx         ,        dy  dz 

—  .f.ds  =  — .  f .  dx  +  -f-  .  f .  dy  -{---.  ï .  dz, 

dt  dt  dt         J  dt 


PREMIERE  PARTIE,  LIVRE  I.  23 

Les  caractéristiques  d  et  tétant  indépendantes ,  on  peut  les  placer  à 
volonté  l'une  avant  l'autre;  l'équation  précédente  peut  ainsi  pren- 
dre cette  forme  : 

d.  { dx.fx  +  dy.  Sy-\-dzJz\  dx  dy  ,  dz 

v.îds  =  !  fr4  •  d.  S'y  .  d.  -f-rfz .  d.  —  ; 

dt  dt       *        dt  dt' 

en  retranchant  du  premier  membre  de  cette  équation ,  le  second 

membre  de  l'équation  £  h)  ;  on  aura 

.  .  ,  4  d.(dx.f-x  +  dy.Sy  +  dz.Sz)  , 
£.(vds)  =  —  ■     f    J   -, 

v  -•  ,  •  dt 

Cette  dernière  équation  intégrée  par  rapport  à  la  caractéristique  c?, 
donne 

dx.Sx+dy.Sy-\-  dz.Sz 

<J\  fv  ds  =  constante  A  — ~ — —  . 

J  dt 

Si  l'on  étend  l'intégrale,  à  la  courbe  entière  décrite  par  le  mobile , 
et  si  l'on  suppose  les  points  extrêmes  de  cette  courbe ,  invariables, 
on  aura  P.fv  ds  =  o  c'est-à-dire,  que  de  toutes  les  courbes  sui- 
vant lesquelles  le  mobile  assujetti  aux  forces  P,  Q ,  R  peut  parve- 
nir d'un  point  donné  à  un  autre  point  donné,  il  décrira  celle  dans 
laquelle  la  variation  de  l'intégrale  Jv  ds  est  nulle,  et  dans  laquelle, 
par  conséquent,  cette  intégrale  est  un  minimum. 

Si  le  point  se  meut  dans  une  surface  courbe,  sans  être  sollicité  par 
aucune  force;  sa  vitesse  est  alors  constante,  et  l'intégrale  Jvds 
devient  vjd  s;  ainsi,  la  courbe  décrite  par  le  mobile  est,  dans  ce 
cas  ,  la  plus  courte  que  l'on  puisse  tracer  sur  la  surface,  du  point 
de  départ  au  point  d'arrivée. 

g.  Déterminons  la  pression  qu'un  point  mû  dans  une  surface, 
exerce  contre  elle.  Au  lieu  d'éliminer  de  l'équation  (/)  du  n°.  7 
une  des  variations  Sx,  Sy,^z,  au  moyen  de  l'équation  à  la  surface, 
on  peut  par  le  n°.  3  ajouter  à  cette  équation,  l'équation  différen- 
tielle de  la  surface,  multipliée  par  une  indéterminée  —  x  dt,  et 
considérer  ensuite  les  trois  variations  S~x,  S'y ,  Sz,  comme  indé- 
pendantes. Soit  donc  u~o,  l'équation  de  la  surface;  on  ajoutera 
à  l'équation  (/)  le  terme  —k.  S-u.dt,  et  la  pression  que  le  point 
exerce  contre  la  surface,  sera  par  le  n°.  3  égale  à 
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Supposons  d'abord  que  le  point  ne  soit  sollicité  par  aucune  force , 
sa  vitesse  v  sera  constante  :  si  l'on  observe  ensuite  que  p  dt  =  ds  ; 
l'élément  d  t  du  temps  étant  supposé  constant ,  l'élément  ds  de  la 
courbe  décrite  ,  le  sera  pareillement ,  et  l'équation  (f),  augmentée 
du  terme  —  *..S~u.dt,  donnera  les  trois  suivantes  : 

ddx         I du\  ddy         /  du\  ddz  f  du\ 

ds*         \dxj  '  ds*         \dyJ  m  ds'  \dz)' 

d'où,  l'on  tire 

K  «  y"?  du  y  (du  y  /Ai  Y  _  v*-^(ddx)'  +  (ddy)'+  (ddz)\ 
K'V      \dx)  +\dy)  +\dz)   "  ds>  *' 

mais  ds  étant  constant,  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  décrite 

par  le  mobile ,  est  égal  à 

ds' 

V '(ddx)'  +  [ddy)*  +  (ddz)1  ' 

en  nommant  donc  r  ce  rayon ,  on  aura 

c'est  -  à  -  dire  que  la  pression  exercée  par  le  point  contre  la  sur- 
face, est  égale  au  quarré  de  sa  vitesse,  divisé  par  le  rayon  osculateur 
de  la  courbe  qu'il  décrit. 

Si  le  point  se  meut  dans  une  surface  sphérique ,  il  décrira  la  cir- 
conférence du  grand  cercle  de  la  sphère ,  qui  passe  par  la  direction 
primitive  de  son  mouvement  ;  puisqu'il  n'y  a  pas  de  raison  pour 
qu'il  s'écarte  plutôt  à  droite  qu'à  gauche  du  plan  de  ce  cercle  :  sa 
pression  contre  la  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  contre  la 
circonférence  qu'il  décrit ,  est  donc  égale  au  quarré  de  sa  vitesse, 
divisé  par  le  rayon  de  cette  circonférence. 

Concevons  le  point  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil  supposé  sans 
masse,  et  dont  l'autre  extrémité  soit  fixe  au  centre  de  la  surface; 
il  est  visible  que  la  pression  exercée  par  ce  point  contre  la  circon- 
férence, est  égale  à  la  tension  qu'éprouveroit  le  fil,  si  le  point  n'étoit 
retenu  que  par  lui.  L'effort  que  ce  point  feroit  pour  tendre  le  fil  et 
pour  s'éloigner  du  centre  de  la  circonférence ,  est  ce  que  l'on  nomme 
force  centrifuge;  ainsi,  la  force  centrifuge  est  égale  au  quarré  de  la 
Titesse,  divisé  par  le  rayon. 

JDans 
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Dans  le  mouvement  d'un  point ,  sur  une  courbe  quelconque  ,  la 
force  centrifuge  est  égale  au  quarré  delà  vitesse,  divisé  par  le 
rayon  oscillateur  de  la  courbe  ;  puisque  l'arc  infiniment  petit  de 
cette  courbe  se  confond  avec  la  circonférence  du  cercle  oscilla- 
teur ;  on  aura  donc  la  pression  que  le  point  exerce  contre  la 
courbe  qu'il  décrit,  en  ajoutant  au  quarré  de  sa  vitesse,  divisé 
par  le  rayon  osculateur  ,  la  pression  due  aux  forces  qui  sollicitent 
ce  point. 

Dans  le  mouvement  d'un  point  sur  une  surface,  la  pression  due 
à  la  force  centrifuge,  est  égale  au  carré  de  la  vitesse  ,  divisé  par  le 
rayon  osculateur  de  la  courbe  décrite  par  ce  point,  et  multiplié  par 
le  sinus  de  l'inclinaison  du  plan  du  cercle  osculateur,  sur  le  plan 
tangent  à  la  surface  :  en  ajoutant  à  cette  pression ,  celle  qui  est  due  à 
l'action  des  forces  qui  sollicitent  le  point  ;  on  aura  la  pression  totale 
qu'il  exerce  contre  la  surface. 

Nous  venons  devoir  que  si  le  point  n'est  animé  d'aucunes  forces, 
sa  pression  contre  la  surface ,  est  égale  au  quarré  de  sa  vitesse,  divisé 
par  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  décrite;  le  plan  du  cercle  oscu- 
lateur, c'est-à-dire  le  plan  qui  passe  par  deux  côtés  consécutifs  de 
la  courbe  décrite  par  le  point,  est  donc  alors  perpendiculaire  à  la 
surface.  Cette  courbe ,  relativement  à  la  surface  de  la  terre ,  est  celle 
que  l'on  a  nommée  perpendiculaire  à  la  méridienne ,  et  nous  avons 
prouvé  (  8  )  qu'elle  est  Ja  plus  courte  que  l'on  puisse  mener  d'un 
point  à  un  autre  sur  la  surface. 

ÎO.  De  toutes  les  forces  que  nous  observons  sur  la  terre,  la  plus 
remarquable  est  la  pesanteur;  elle  pénètre  les  parties  les  plus  inti- 
mes des  corps ,  et  sans  la  résistance  de  l'air ,  elle  les  feroit  tomber 
avec  une  égale  vitesse.  La  pesanteur  est  à  fort  peu-près  la  même  sur 
les  plus  grandes  hauteurs  où  nous  puissions  nous  élever,  et  dans  les 
plus  grandes  profondeurs  où.  nous  puissions  descendre  :  sa  direction 
est  perpendiculaire  à  l'horizon;  mais  dans  les  mouvemens  des  pro- 
jectiles,onpeut  supposer  sans  erreur  sensible,  qu'elle  estconstante, 
et  qu'elle  agit  suivant  des  droites  parallèles ,  vu  le  peu  d'étendue  des 
courbes  qu'ils  décrivent,  relativement  à  la  circonférence  delà  terre. 
Ces  corps  étant  mûs  dans  un  fluide  résistant ,  nous  nommerons  S t 
la  résistance  qu'ils  en  éprouvent ,  et  qui  est  dirigée  suivant  le  côté 
Mécan.  cél.  Tome  I.  D 
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de  la  courbe  qu'ils  décrivent,  côté  que  nous  désignerons  par  ds; 

nous  nommerons ,  de  plus,  g  la  pesanteur.  Cela  posé  : 

Reprenons  l'équation  (/)  du  n°.  7 ,  et  supposons  que  le  plan  des 
x  et  des  y  soit  horizontal,  et  que  l'origine  des  z  soit  au  point  le  plus 
élevé  3  la  force  C  produira  suivant  les  coordonnées  x,y,z,\es  trois 

forces  —£.4^,  —  C-^r-,  —  €--r  >  on  aura  clonc  Par  le  n°-  ?* 

ds  '  ds  1  ds 

et  l'équation  (/)  devient 

Si  le  corps  est  entièrement  libre,  on  aura  les  trois  équations 

o-d.p+C.^.di;  o  =  d.%  +  t%.dtî   o^  +  ^dt-gdL 
dt         ds  dt       as  dt  as 

Les  deux  premiers  donnent 

dv        dx        dx    ,  dy 
-i-.d.-  r-.d.-j-  =0; 

dt         dt        dt  dt 

d'où  l'on  tire  en  intégrant ,  dx—fdy  ,  /  étant  une  constante  arbi- 
traire. Cette  équation  est  celle  d'une  droite  horizontale  ;  ainsi  ,  le 
corps  se  meut  dans  un  plan  vertical.  En  prenant  ce  plan  pour  celui 
des  x  et  des  z ,  on  aura  y  —  o  ;  les  deux  équations 

0==d^+e.^L.clt }  o=d.^+€.~.dt-gdt; 

dt  ds  at  ai 

donneront ,  en  faisant  dx  constant , 

.ds.ddt  _  ^  _  àz.ddt  >^±L.dt-gdt. 

dt?     '  dt  de  ds 

D'oùl'ontire  gdt*  =  ddz  ;  et  en  différentiant  ^gdt.ddt—d"  z;  en 

Gdt3  -,  ddz 

substituant  pour  ddt,  sa  valeur  et  pour  dt  sa  valeur  —  , 

on  aura 

ds  .d3  z 


a.(ddz)*- 

Cette  équation  donne  la  loi  de  la  résistance  € ,  nécessaire  pour  faire 
décrire  au  projectile ,  une  courbe  déterminée. 

Si  la  résistance  est  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse ,  £  est 
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ds*  ... 
égala  h.  — ,  h  étant  constant  clans  le  cas  où  la  densilé  du  milieu 

est  uniforme.  On  a  alors 

S       h  .  ds*       h  .  ds* 


g        gdf  ddz  ' 

partant  h .  ds  =       ,   ,  ce  qui  donne  en  intégrant , 

ddz  2/,s 
— —  =  2a. c  , 
dx*  ' 

a  étant  une  constante  arbitraire ,  et  c  étant  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l'unité.  Si  l'on  suppose  nulle,  la  résistance 
du  milieu ,  ou  7i  =  05  on  aura  en  intégrant,  l'équation  à  la  parabole, 

z  —  a  x1  +  b  x  +  e  ; 

b  ,  e  étant  des  constantes  arbitraires. 

L'équation  différentielle  ddz  =  gdtf,  donnera  dt*  =  — -,  dx'j 

d'où  l'on  tire  t=x.  \/  —  +  f.  Supposons  que  a?,  z  et  t,  com- 

ë 

mencent  ensemble ,  on  aura  e  —  o  ,  /'=  o ,  et  par  conséquent , 


■    /  sa  .7 
—  x.\/  — ;     z  =  ax*  +  bx  ; 


t 

ce  qui  donne 

2  '  sa 

Ces  trois  équations  renferment  toute  la  théorie  des  projectiles 
dans  le  vide;  il  en  résulte  que  la  vitesse  est  uniforme  dans  le  sens 
horizontal,  et  que  dans  le  sens  vertical,  elle  est  la  même  que  si  le 
corps  tomboit  suivant  la  verticale. 

Si  le  mobile  part  de  l'état  du  repos,  b  sera  nul ,  et  l'on  aura 

~  =  gti      z  =  igt*; 

la  vitesse  acquise  croît  donc  comme  le  temps  ,  et  l'espace  croît 
comme  le  quarré  du  temps. 

Il  est  facile,  au  moyen  de  ces  formules,  de  comparer  la  force  cen- 
trifuge à  la  pesanteur.  On  a  vu  précédemment  que  v  étant  la  vitesse 
d'un  corps  mû  dans  une  circonférence  dont  le  rayon  est  r,  la  force 

centrifuge  est  — .  Soit  h  la  hauteur  dont  il  devroit  tomber  pour 

D  2 
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acquérir  la  vitesse  p;  on  aura ,  par  ce  qui  précède,     =  igh  ;  d'où 

va  2  h 

l'on  tire  —  =t  g.  — .  Si  h  =  j  r,  la  force  centrifuge  devient  égale  à  la 

pesanteur  g  ;  ainsi  un  corps  pesant  attaché  à  l'extrémité  d'un  fil 
fixe  par  son  autre  extrémité ,  sur  un  plan  horizontal ,  tendra  ce  fil 
avec  la  même  force  ,  que  s'il  étoit  suspendu  verticalement ,  pourvu 
qu'il  se  meuve  sur  ce  plan ,  avec  la  vitesse  qu'il  acquerroit  en 
tombant  d' une-hauteur  égale  à  la  moitié  de  la  longueur  du  fil. 

11.  Considérons  le  mouvement  d'un  corps  pesant ,  dans  une 
surface  sphérique.  En  nommante  son  rayon,  et  fixant  à  son  centre, 
l'origine  des  coordonnées  x,  y ,  z  ;  on  aura  —  x* — y* —  z*  =  o; 
cette  équation  comparée  à  celle-ci  u  =  o,  donne  u  =  r* — x* — y* — z*; 
en  ajoutant  donc  à  l'équation  (f)  du  n°.  7,  la  fonction  Su,  mul- 
tipliée par  l'indéterminée  — hdt ,  on  aura 

équation  dans  laquelle  on  pourra  égaler  séparément  à  zéro ,  les 
coelficiens  de  chacune  des  variations  Sx ,  S'y ,  Sz  ,  ce  qui  donne  les 
trois  équations  suivantes  : 

o  =  d.-—  +  2  hx.dt  : 

dt 

0  =  d.^  +  Zhy.dt  ;  (A) 

dz 

o  =  d.——-\-2Kz.dt — gdt 

Cl  t  j 

L'indéterminée  *  fait  connoître  la  pression  que  le  mobile  exerce 
contre  la  surface.  Cette  pression  est  ,  par  le  n°.  g  ,  égale  à 

* .  \/ (^-j^J  +  (^j^j  +  ("Ér}  *  e^e  est  par  conséîuent  égaie  & 

2.hr;  or  on  a  par  le  n°.  8 , 

dx*-\-  dy*-{-  dz' 

C+  2gZ  =   ■  ~  , 

6  dt'  ' 

c  étant  une  constante  arbitraire  :  en  ajoutant  cette  équation,  aux 
équations  (^4)  divisées  par  dt,  et  multipliées  respectivement  par 
x ,  y ,  z  j  en  observant  ensuite  que  l'équation  différentielle  de  la 
surface,  étant  o  =  xdx+ydy  +  zdz ,  on  a 

o  =  x  ddx  +y  ddy  +  z  ddz  +  dx''  +  dy 2  +  dz'  j 
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on  trouvera 

c  +  3gz 


2.A7'=- 


r 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (^4)  par  — y,  et  qu'on 
l'ajoute  à  la  seconde  multipliée  par  x  y  on  aura ,  en  intégrant  leur 
somme , 

xdy — ydx 


—  c 


dt 

c'  étant  une  nouvelle  arbitraire. 

Le  mouvement  du  point  est  ainsi  ramené  aux  trois  équations 
différentielles  du  premier  ordre  , 

xdx  +ydy  —  — zdz  ; 

xdy — ydx  =  c'dt  ; 

dx~'+  <2V+  dz* 

 —  =  C+2gZ. 

En  élevant  chaque  membre  des  deux  premières  ,  au  quarré ,  et  en 
les  ajoutant ,  on  aura 

(x*fy').(dx*+4yy  s*  c'adf  +  z>dz%- 

si  l'on  substitue,  au  lieu  de  x''+y',  sa  valeur  r* — z%  et  au  lieu  de 

dx*  +  dy*  dz'+ 

 JJa  j  sa  valeur  c  +  2gz—  —  ;  on  aura  ,  en  supposant  que  le 

corps  s'éloigne  de  la  verticale  , 

—  rdz 


dt  — 


V  (f>—  Z*)  .  (c  +  2  gz)  —  C  a 

La  fonction  sous  le  radical ,  peut  être  mise  sous  la  forme  (a  g). 

(ag*+f)i  a,  b,f,  étant  déterminés  par  les  équations 

7  a  +  b  ; 

a  g.  (r*—  a?—  ab  —  b1) 

C  =  • 

a  +  b  ' 


2g.(V* — a*).^ — b') 


a  +  b 

On  peut  ainsi  substituer  aux  arbitraires  c  et  c',  les  nouvelles  arbi- 
traires a  et  b ,  dont  la  première  est  la  plus  grande  valeur  de  z ,  et 
dont  la  seconde  est  la  plus  petite  valeur.  En  faisant  ensuite , 


sin.9=î/- 

'  rt 


  Z 

a^b  ' 
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l'équation  différentielle  précédente  deviendra 

r . V  Q.(a  +  b)   dj  

dt  — —  1  •    /  : — ;  ■> 

V g.  {(a-l-iZ+r2— 62}       V  i  —  yKsinSH 

pétant  égal  à  (a+l~^_bs 

L'angle  9  donne  la  coordonnée  z  ,  au  moyen  de  l'équation , 
z^a.cosSQ  +  b.sui.*  9, 
et  la  coordonnée  z  divisée  par  r,  exprime  le  cosinus  de  l'angle  que 
le  rayon  r  fait  avec  la  verticale. 

Soit  m  l'angle  que  le  plan  vertical  qui  passe  par  le  rayon  r ,  fait 
avec  le  plan  vertical  qui  passe  par  l'axe  des  x  ;  on  aura 

*  =  V r*—z\  cos.  y  —  W  —  z2 .  sin.  ^  ; 

ce  qui  donne 

xdy — ydx  =  (r1 —  z*).dv  ; 
l'équation  xdy— ydx  —  c'dt,  donnera  ainsi  ; 

}>  ■  c'dt 
d™  —  —  r  ■> 


r2  —  z,2 


en  substituant  pour  z  et  dt ,  leurs  valeurs  précédentes  en  9,  on 
aura  l'angle  ™  en  fonction  de  9  ;  ainsi  l'on  connoîtra,  pour  un  temps 
quelconque  ,  les  deux  angles  9  et  «• ,  ce  qui  suffit  pour  déterminer 
la  position  du  mobile. 

Nommons  demi- oscillation  du  mobile ,  le  temps  qu'il  emploie  à 
parvenir  de  la  plus  grande  ,  à  la  plus  petite  valeur  de  z;  soit  \  T,  ce 
temps.  Pour  le  déterminer  ,  il  faut  intégrer  la  valeur  précédente 
dedt,  depuis  9=  o  jusqu'à  9  =  ±7r,  w  étant  la  demi-circonférence 
dont  le  rayon  est  l'unité  ;  on  trouvera  ainsi  : 

Concevons  le  point  suspendu  à  l'extrémité  d'un  fil  sans  masse, 
et  fixe  par  son  autre  extrémité  ;  si  la  longueur  du  fil  est  r ,  le  mo- 
bile sera  mû  exactement  comme  dans  l'intérieur  d'une  surface  sphé. 
rique  ;  il  formera  avec  le  fil ,  un  pendule  dont  le  cosinus  du  plus 

grand  écart  de  la  verticale  sera     Si  l'on  suppose  que  dans  cet  état, 

la  vitesse  du  mobile  soit  nulle  ;  il  oscillera  dans  un  plan  vertical 
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et  l'on  aura  dans  ce  cas  ,  a  =  r  ;  Y  =         La  fraction  ~  est  le 

quarré  du  sinus  de  la  moitié  du  plus  grand  angle  que  le  fil  forme 
avec  la  verticale  ;  la  durée  entière  T  de  l'oscillation  du  pendule 
sera  donc 


3v  a-*v+(l±!YY^\  +  &c 


2.4/  \2r/     \2-4-6/  \2r 
Si  l'oscillation  est  très-petite  ,  l^p  est  une  très -petite  fraction 
que  l'on  peut  négliger ,  et  alors  on  a 

les  oscillations  fort  petites  sont  donc  isochrones ,  ou  de  même  durée, 
quelle  que  soit  leur  étendue  ;  et  l'on  peut  facilement ,  au  moyen  de 
cette  durée  et  de  la  longueur  correspondante  du  pendule ,  détermi- 
ner les  variations  de  l'intensité  de  la  pesanteur,  dans  les  divers  lieux 
de  la  terre. 

Soit  z  la  hauteur  dont  la  pesanteur  fait  tomber  les  corps  ,  pen- 
dant le  temps  T$  on  aura,  par  le  n°.  10,  2z=gT%  et  par  consé- 
quent, z—'-^.r;  on  aura  donc  ainsi  ,  avec  une  grande  précision, 
au  moyen  de  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  l'espace  que  la 
pesanteur  fait  parcourir  aux  corps ,  dans  la  première  seconde  de 
leur  chute.  Des  expériences  très  -  exactes  ayant  fait  voir  que  la 
longueur  du  pendule  à  secondes  est  la  même ,  quelles  que  soient  les 
substances  que  l'on  fait  osciller  ;  il  en  résulte  que  la  pesanteur  agit 
également  sur  tous  les  corps,  et  qu'elle  tend ,-  dans  le  même  lieu, 
à  leur  imprimer  dans  le  même  temps ,  la  même  vitesse, 

12.  L'isochronisme  des  oscillations  du  pendule,  n'étant  qu'ap- 
proché ;  il  est  intéressant  de  connoître  la  courbe  sur  laquelle  un. 
corps  pesant  doit  se  mouvoir ,  pour  arriver  dans  le  même  temps  , 
au  point  où  son  mouvement  cesse ,  quel  que  soit  l'arc  qu'il  aura 
décrit  depuis  le  point  le  plus  bas.  Mais  pour  embrasser  ce  problême 
dans  toute  sa  généralité ,  nous  supposerons ,  conformément  à  ce 
qui  a  lieu  dans  la  nature ,  que  le  mobile  se  meut  dans  un  milieu 
résistant.  Soit  s  l'arc  décrit  depuis  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe  ; 
z  l'abscisse  verticale  comptée  de  ce  point  ;  dt  l'élément  du  temps , 
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et  gla.  pesanteur.  La  force  retardatrice  le  long  de  l'arc  de  la  courbe 

sera  i°.  la  pesanteur  décomposée  suivant  l'arc  ds  ,  et  qui  devient 

'      •  >  ^z 

ainsi  égale  a  g.  —  ;  20.  la  résistance  du  milieu ,  que  nous  exprime? 

rons  par  <p  (^^j  ;  Çdï)  (^';ant  ^a  vrtesse  drç  mobile  ,  et  p  (^t^) 
étant  une  fonction  quelconque  de  cette  vitesse.  La  différentielle 
de  cette  vitesse  sera ,  par  le  n°.  7 ,  égale  à  — g.  ^-  —  p  ^     ^  ; 
on  aura  donc ,  en  faisant  dt  constant, 
dds 


dt'      a  ds 

Supposons  <p  Ç~j~t^  —  171  '  ~J~t  +  n'       5  et  s  =  -^(s ')  ;  en  désignant 

par  4'  ( s')  la  différence  de  4  (s ') ,  divisée  par  ds';  et  par  4  "  (s')  celle 
de  4'  (s),  divisée  par  ds' ;  on  aura 

ds  ds' 

dl==^ï'4(s) 

t^=d^L^>(s')  +  A4l.r(s'); 

dt*        dt%       A    y  dt* 
et  l'équation  (i)  deviendra 
Jdds'         ds'    ds'*    ^"(s')+n.{^'(s')Y\  g.dz 

0  —  dt*+m'dt^dt*'[      47,';      I  ^{4Y<;}* * u; 

on  fera  disparoitre  le  terme  multiplié  par  ,  au  moyen  de 
l'équation 

o  =  4'W  +  ra.[4'(V;T; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

4fs'j=log.  f*;<v+y;ïj=»«, 

h  et  q  étant  des  arbitraires.  Si  l'on  fait  commencer  s'  avec  s ,  on 

aura      «=  1 ,  et  si  l'on  fait  pour  plus  de  simplicité,  h  —  1 ,  on  aura 

s'^c"1—  1; 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  ; 
l'équation  différentielle  (l)  devient  alors 

dds'  ds'       •     d%  ■  •,'  ... 

En 
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En  supposant  s'  très  -  petit ,  nous  pourrons  développer  le  der- 
nier terme  de  cette  équation ,  dans  une  suite  ascendante  par  rapport 
aux  puissances  de  s' ,  et  qui  sera  de  cette  forme,  ks'  +         &c. , 
i  étant  plus  grand  que  l'unité  ;  ce  qui  donne 
dds  ds' 


dt'* 


m .  —, — \-  ks' 4-  ls'l  +  &c. 
dt 


Celle  équation  multipliée  par  c  a  .  {cos.  yt+  V — 1 .  sin.  yt} ,  et  en- 
suite intégrée,  devient,  y  étant  supposé  égal  à  \/  k  , 

C~.  {cos.yt+V/—i.sm.yt}.^j  +  (^-—y.  tfZ&jty 

711 t 

=  —  l.Js'ldt.c  1  .  {cos.>£+  V — i.  sin.yt}  —  &c. 
En  comparant  séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imagi- 
naires ,  on  aura  deux  équations  au  moyen  desquelles  on  pourra 
ds' 

éliminer  —— ;  mais  il  nous  suffira  ici  de  considérer  la  suivante  : 
dt 


c  »  .- — . sin.yt  +  c- 
dt 


n: 


.sin.yt~y.cos.yt 


l.fs'ldt.c*  .sin.yt — &c. 


les  intégrales  du  second  membre  étant  supposées  commencer  avec£. 

ds 

Nommons  Tla  valeur  de  t,  à  la  fin  du  mouvement  où  -— •  est  nul  : 

dt 

on  aura,  à  cet  instant, 

c  *  .s'A^.sin.yT—  ycos.yT\—  —  l.fs'ldt.c*  .sin.j^—  &c. 

Dans  le  cas  de  s'  infiniment  petit ,  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion se  réduit  à  zéro ,  par  rapport  au  premier ,  et  l'on  a 

m  . 

o  =  — .  sm.  y  T — y.  cos.  y  T; 

d'où  l'on  tire 

_      a  "y 

tang. 

m 

et  comme  le  temps  71  est,  par  la  supposition,  indépendant  de  l'arc 
parcouru ,  cette  valeur  de  tang.  y  T  a  lieu  pour  un  arc  quelconque  , 
ce  qui  donne ,  quel  que  soit  s', 

m  i 

o  =  l.Jsn.dt.c.  *  .sin.yt  +  &c. 
l'intégrale  étant  prise  depuis  t=o,  jusqu'à  t~T.  En  supposant/ 
Mécan.  cél.  Tome  L  E 
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très-petit,  cette  équation  se  réduit  à  son  premier  terme ,  et  elle  ne 

mt 

peut  être  satisfaite  qu'en  faisant  l=o  ;  car  le  facteur  c1 .  sin.  yt 
étant  constamment  positif  depuis  t~o  jusqu'à  t=T,  l'intégrale 
précédente  est  nécessairement  positive  dans  cet  intervalle.  Il  ne 
peut  donc  y  avoir  de  tautochronisme  que  dans  la  supposition  de 

d&    ,        ,  ,„      i  t 

ce  qui  donne  pour  l'équation  de  la  courbe  tautochrone , 

7  hds 
gdz  =  .(x—c  ). 

0  n 

Dans  le  vide ,  et  lorsque  la  résistance  est  proportionnelle  à  la  simple 
vitesse  ,  n  est  nul ,  et  cette  équation  devient  gdz  =  kds;  équation 
à  la  cycloïde. 

Il  est  remarquable  que  le  coefficient  n  de  la  partie  de  la  résis- 
tance ,  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse ,  n'entre  point  clans 
l'expression  du  temps  T;  et  il  est  visible,  par  l'analyse  précédente, 
que  cette  expression  seroit  la  même,  si  l'on  ajoutait  à  la  loi  précé- 

ds3  dV 

dente  de  la  résistance  ,  les  termes  p .  —  +  a .  —  +  &c. 

1  1    dt3     1  rit* 

Soit  en  général ,  R  la  force  retardatrice  le  long  de  la  courbe  ;  on 
aura 

d  d  s 


dt% 


■R. 


s  est  une  fonction  du  temps  *  et  de  l'arc  total  parcouru  qui  par 
conséquent,  est  fonction  de  t  et  de  s.  En  différentiant  cette  dernière 
fonction,  on  aura  une  équation  différentielle  de  cette  forme , 

—  —xr. 
dt~  ' 

V étant  une  fonction  de  t  et  de  s  qui  doit  être  nulle  par  la  condi- 
tion du  problême ,  lorsque  t  a  une  valeur  déterminée ,  et  indépen- 
dante de  l'arc  total  parcouru.  Supposons,  par  exemple,  V =S.T, 
S  étant  fonction  de  «  seul,  et  T  étant  fonction  de  t  seul  ;  on  aura 
dds        '  dS    ds      „dT       dS      riV  ndT 


dp  ds     dt  dt       Sds     dt*  dt 

ds  d  jT 

mais  l'équation  -j~  —  ST}  donne  1 7  et  par  conséquent  —  égal  à  une 

ci  t  ci  t 
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fonction  de——,  fonction  que  nous  désignerons  par— —, — .■jYrr-Y' 


on  aura  donc 
dd 


F        S. dp     \ds^^\Sdt)$—  A- 

Telle  est  l'expression  de  la  résistance  qui  convient  à  l'équation 
ds 

différentielle  —  =  ST;  et  il  est  facile  de  voir  qu'elle  embrasse  le 

cas  de  la  résistance  proportionnelle  aux  deux  premières  puissances 
delà  vitesse,  multipliées  respectivement  par  des  coefficiens  cons- 
tans.  D'autres  équations  différentielles  donneroient  d'autres  lois  de 


résistance. 


E  2 
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CHAPITRE  III. 

De  l'équilibre  d'un  système  de  corps. 

10.  .Le  cas  le  plus  simple  de  l'équilibre  de  plusieurs  corps,  est 
celui  de  deux  points  matériels  qui  se  choquent  arec  des  vitesses 
égales  et  directement  contraires  ;  leur  impénétrabilité  mutuelle 
anéantit  évidemment  leur  vitesse ,  et  les  réduit  k  l'état  du  repos. 

Concevons  présentement  un  nombre  m  de  points  matériels  con- 
tigus  ,  disposés  en  ligne  droite ,  et  animés  de  la  vitesse  u ,  dans  la 
direction  de  cette  droite.  Concevons  pareillement  un  nombre  m' 
de  points  contigus  disposés  sur  la  même  droite  ,  et  animés  de  la 
vitesse  u'  directement  contraire  à  u ,  en  sorte  que  les  deux  sys- 
tèmes viennent  à  se  choquer.  Il  doit  exister,  pour  leur  équilibre 
à  l'instant  du  choc  ,  un  rapport  entre  u  et  u' ,  qu'il  s'agit  de  déter- 
miner. 

Pour  cela ,  nous  observerons  que  le  système  m ,  animé  de  la 
vitesse  u ,  feroit  équilibre  k  un  seul  point  matériel  animé  de  la 
vitesse  mu ,  dirigée  en  sens  contraire 3  car  chaque  point  du  système 
détruiroit  dans  ce  dernier  point,  une  vitesse  égale  à  u ,  et  par  con- 
séquent,ses  m  points  détruiroient  la  vitesse  entière  mu;  onpeutdonc 
substituer  à  ce  système,  un  seul  point  animé  de  la  vitesse  mu.  On 
peut  semblablement  substituerai!  système  m',  un  seul  point  animé  de 
la  vitesse  m'u  ;  or  les  deux  systèmes  étant  supposés  se  faire  équi- 
libre, les  deux  points  qui  en  tiennent  lieu  ,  doivent  pareillement 
se  faire  équilibre  ,  ce  qui  exige  que  leurs  vitesses  soient  égales  ; 
on  a  donc  pour  la  condition  de  l'équilibre  des  deux  systèmes , 
mu  — m'u' . 

La  masse  d'un  corps  est  le  nombre  de  ses  points  matériels ,  et 
l'on  nomme  quantité  de  mouvement ,  le  produit  de  la  masse  par 
la  vitesse  ;  c'est  aussi  ce  que  l'on  entend  par  la  force  d'un  corps  en 
mouvement.  Pour  l'équilibre  de  deux  corps  ou  de  deux  systèmes 
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de  points  qui  viennent  à  se  choquer  en  sens  contraire  ;  les  quan- 
tités de  mouvement,  ouïes  forces  opposées  doivent  être  égales ,  et 
par  conséquent ,  les  vitesses  doivent  être  réciproques  aux  masses. 

La  densité  des  corps  dépend  du  nombre  des  points  matériels 
qu'ils  renferment  sous  un  volume  donné.  Pour  avoir  leur  densité 
absolue  ,  il  faudroit  pouvoir  comparer  leurs  masses  ,  à  celle  d'une 
substance  qui  n'auroit  point  de  pores  ;  mais  on  n'en  connoît  point 
de  semblables  ;  on  ne  peut  donc  avoir  que  la  densité  relative  des 
corps ,  c'est-à-dire ,  le  rapport  de  leur  densité,  à  celle  d'une  subs- 
tance donnée.  Il  est  visible  que  la  masse  est  en  raison  du  volume 
et  de  la  densité  ;  en  nommant  donc  M ,  la  masse  d'un  corps ,  U son 
volume  et  D  sa  densité ,  on  a  généralement  M~  D  U;  équation 
dans  laquelle  on  doit  observer  que  les  quantités  M,  D  et  ^expri- 
ment des  rapports  à  des  unités  de  leur  espèce. 

Ce  que  nous  venons  de  dire,  suppose  que  les  corps  sont  composés 
de  points  matériels  semblables,  et  qu'ils  ne  différent  que  par  la 
position  respective  de  ces  points.  Mais  la  nature  des  corps  étant 
inconnue ,  cette  hypothèse  est  au  moins  précaire  ,  et  il  est  possible 
qu'il  y  ait  des  différences  essentielles  entre  leurs  molécules  inté- 
grantes. Heureusement,  la  vérité  de  cette  hypothèse  est  indifférente 
à  la  mécanique,  et  l'on  peut,  sans  craindre  aucune  erreur,  en 
faire  usage ,  pourvu  que  par  points  matériels  semblables ,  on  en- 
tende des  points  qui  se  choquant  avec  des  vitesses  égales  et  con- 
traires ,  se  font  mutuellement  équilibre,  quelle  que  soit  leur  nature. 

l4.  Deux  points  matériels  dont  les  masses  sont  m  et  m',  ne 
peuvent  agir  l'un  sur  l'autre,  que  suivant  la  droite  qui  les  joint.  A  la 
vérité,  si  les  deux  points  sont  liés  par  un  fil  qui  passe  sur  une  poulie 
fixe  5  leur  action  réciproque  peut  n'être  point  dirigée  suivant  cette 
droite.  Mais  on  peut  considérer  la  poulie  fixe,  comme  ayant  à  son 
centre,  une  masse  d'une  densité  infinie,  qui  réagit  sur  les  deux 
corps  m  et  m',  dont  l'action  l'un  sur  l'autre  n'est  plus  qu'indirecte. 

Nommons  p  l'action  que  m  exerce  sur  m' au  moyen  d'une  droite 
inflexible  et  sans  masse ,  qui  est  supposée  unir  ces  deux  points. 
En  concevant  cette  droite  animée  de  deux  forces  égales  et  contraires 
p  et  — p  ;  la  force  — p  détruira  dans  le  corps  m ,  une  force  égale 
a  p,  et  la  force  p  de  la  droite  se  communiquera  toute  entière  au 


58  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

corps  m'.  Cette  perte  de  force  dans  m ,  occasionnée  par  son  action 
sur  m',  est  ce  que  l'on  nomme  réaction  de  m! ;  ainsi ,  dans  la  com- 
munication des  mouvemens,  la  réaction  est  toujours  égale  et  con- 
traire à  r  action.  L'observation  fait  voir  que  ce  principe  a  lieu  dans 
toutes  les  actions  de  la  nature. 

Imaginons  deux  corps  pesans  m  et  m'  attachés  aux  extrémités 
d'une  droite  horizontale,  inflexible  et  sans  masse,  qui  puisse  tour- 
ner librement  autour  d'un  de  ses  points.  Pour  concevoir  l'action 
de  ces  corps  l'un  sur  l'autre ,  lorsqu'ils  se  font  équilibre  ;  il  faut 
supposer  la  droite  infiniment  peu  rompue  à  son  point  fixe  ,  et  for- 
mée de  deux  droites  faisant  à  ce  point,  un  angle  qui  ne  diffère  de 
deux  angles  droits,  que  d'une  quantité  infiniment  petite  «.  Soient/ 
et  /'  les  distances  de  m  et  m!  au  point  fixe  :  en  décomposant  la 
pesanteur  de  m ,  en  deux  forces  ,  l'une  agissant  sur  le  point  fixe, 

l'autre  dirigée  vers  m';  cette  dernière  force  sera  ■  ^  ^?  ^ ,  g  étant 

mg.(f+f) 

la  pesanteur.  L'action  de  m'  sur  m,  sera  pareillement  -^j  ; 

en  égalant  donc  ces  deux  forces ,  en  vertu  de  l'équilibre,  on  aura 
mf=  m'f;  ce  qui  donne  laloi  connue  de  l'équilibre  du  levier ,  et  fait 
en  même  temps ,  concevoir  l'action  réciproque  des  forcesparallèles. 

Considérons  présentement,  l'équilibre  d'un  système  de  points  m, 
m',  m",  &c.  sollicités  par  des  forces  quelconques  ,  et  réagissans  les 
uns  sur  les  autres.  Soit  /,  la  distance  de  m  à  m';  f  la  distance 
de  m  h  m";  f"  la  distance  de  m'  à  m" ,  &c.  ;  soit  encore  p  ,  l'action 
réciproque  de  m  sur  m! ;  p  celle  de  m  sur  m";  p"  celle  de  m!  sur  m",  &c. 
Enfin ,  soient  m  S,  m' S',  m"  S",  &c.  les  forces  qui  sollicitent  m,  m', 
m";  &c;  et  s,  s',  s",  &c.  les  droites  prises  depuis  leurs  origines, 
jusqu'aux  corps  m,  m',  m",  &c.  ;  cela  posé,  le  point  m  peut  être 
considéré  comme  étant  parfaitement  libre  ,  et  en  équilibre  en  vertu 
de  la  force  m  S,  et  des  forces  que  lui  communiquent  les  corps  m', 
m",  &c.  :  mais  s'il  étoit  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  surface  ou 
sur  une  courbe ,  il  faudroit  ajouter  à  ces  forces  ,  la  réaction  de  la. 
surface  ou  de  la  courbe.  Soit  donc  Ss,  la  variation  de  s,  et  dési- 
gnons par  S-J,  la  variation  de/,  prise  en  regardant  m  comme  fixe, 
Désignons  pareillement  par  ïj',  la  variation  de/',  prise  en  regai 


ar" 
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dant  m"  comme  fixe,  &c.  Soient  R,  i?'  les  réactions  de  deux  sur- 
faces qui,  par  leur  intersection ,  forment  la  courbe  sur  laquelle  le 
point  m  est  assujetti  cà  se  mouvoir;  et  JV,  JV  les  variations  des 
directions  de  ces  dernières  forces.  L'équation  (d)  du  n°.  5  donnera  : 

o  =  mS.S<s~\-p.ï,f+p'.S'/f'+  &c.  +  i?.JV+ir.(Pr'+  &c. 

Pareillement  m'  peut  être  considéré  comme  un  point  parfaitement 
libre ,  en  équilibre  en  vertu  de  la  force  m' S',  des  actions  des  corps  m , 
m",  &c. ,  et  des  réactions  des  surfaces  sur  lesquelles  il  peut  être 
assuj etti  à  se  mouvoir ,  réactions  que  nous  désignerons  par  H"  et  H  ". 
Soit  donc  <SV  la  variation  de  s';  £„fl&  variation  def  prise  en  re- 
gardant 77z  comme  fixe  ;  S'lf"  la  variation  dey"  prise  en  regardant  m" 
comme  fixe ,  &c.  Soient  de  plus  JV',  Sr'"  les  variations  des  direc- 
tions de  R",  R"  ;  l'équilibre  de  m'  donnera 

o  =  m'S'as'+p.£f+p".ïf"+  &c.  +  R".fr"  +  R"'.fr"'. 
On  formera  de  semblables  équations  relatives  à  l'équilibre  de  m"^ 
m'",  &c.  •  en  les  ajoutant  ensuite,  et  observant  que 

£f,  ff,  &c. ,  étant  les  variations  totales  de  f,  f,  &c.  ;  on  aura 

équation  dans  laquelle  les  variations  des  coordonnées  des  différens 
corps  du  système,  sont  entièrement  arbitraires.  On  doit  observer 
ici,  qu'au  lieu  de  mS.S's,  on  peut,  en  vertu  de  l'équation  (a)  du 
n°.  2  ,  substituer  la  somme  des  produits  de  toutes  les  forces  par- 
tielles dont  m  est  animé ,  par  les  variations  de  leurs  directions 
respectives.  Il  en  est  de  même  des  produits  rn'S'.fs',  m"S' ,  fs",  &c. 

Si  les  corps  m,  m',  m",  &c.  sont  liés  entr'eux,  d'une  manière 
invariable;  les  distances  y,  y,  y,  &c. ,  sont  constantes,  et  l'on 
a  pour  la  condition  de  la  liaison  des  parties  du  système,  jy=o, 
ff'  =  o,  ff  '  =  o,  &c.  Les  variations  des  coordonnées  étant  arbi- 
traires dans  l'équation  (k)  ,  on  peut  les  assujettir  à  satisfaire  à  ces 
dernières  équations  ,  et  alors  les  forces  p  ,  p',p",  &c.  qui  dépendent 
de  l'action  réciproque  des  corps  du  système ,  disparaissent  de  cette 
équation  ;  on  peut  même  en  faire  disparaître  les  termes  Rfr, 
i?'<Tr'?  &c,  en  assujettissant  les  variations  des  coordonnées,  à  satis- 
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faire  aux  équations  des  surfaces  sur  lesquelles  les  corps  sont  forcés 
de  se  mouvoir  ;  l'équation  (  £  )  devient  ainsi 
o  =  2.  mS.ïs;  (/) 
d'où  il  suit  que  dans  le  cas  de  l'équilibre ,  la  somme  des  variations 
des  produits  des  forces ,  par  les  élémens  de  leurs  directions ,  est 
nulle,  de  quelque  manière  que  l'on  fasse  varier  la  position  du  sys- 
tème ,  pourvu  que  les  conditions  de  la  liaison  de  ses  parties  soient 
observées. 

Ce  théorème  auquel  nous  sommes  parvenus  dans  la  supposition 
particulière  d'un  système  de  corps  liés  entr'eux  d'une  manière  inva- 
riable, est  général,  quelles  que  soient  les  conditions  de  la  liaison 
des  parties  du  système.  Pour  le  démontrer ,  il  suffit  de  faire  voir 
qu'en  assujettissant  les  variations  des  coordonnées ,  à  ces  conditions , 
on  a  dans  l'équation  (£), 

o  ==  2.j3.  J/+ S.  i?^r; 

or  il  est  clair  que  JV,  JV,  &c. ,  sont  nuls  en  vertu  de  ces  condi- 
tions ;  il  ne  s'agit  donc  que  de  prouver  que  l'on  a  o  =  2./>.  «P/, 
en  assujettissant  aux  mêmes  conditions ,  les  variations  des  coor- 
données. 

Concevons  le  système  animé  des  seules  forces  p  ,  p',  p" ,  &c. ,  et 
supposons  que  les  corps  soient  forcés  de  se  mouvoir  sur  des  cour- 
bes qu'ils  puissent  décrire  en  vertu  des  mêmes  conditions.  Alors , 
ces  forces  se  décomposeront  en  d'autres  ,  les  unes  q,  q',  q",  &c. , 
dirigées  suivant  les  droites  /,  f",  &c. ,  et  qui  se  détruiront  mu- 
tuellement sans  produire  d'action  sur  les  courbes  décrites  ;  les 
autres  T,  T,  T",  &c.  perpendiculaires  aux  courbes  décrites  ;  les 
autres  enfin ,  tangentielles  à  ces  courbes ,  et  en  vertu  desquelles  le 
système  sera  mû.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  ces  dernières  forces 
doivent  être  nulles  ;  car  le  système  étant  supposé  leur  obéir  libre- 
ment, elles  ne  peuvent  produire  ni  pression  sur  les  courbes  dé- 
crites ,  ni  réaction  des  corps  les  uns  sur  les  autres  ;  elles  ne  peu- 
vent donc  pas  faire  équilibre  aux  forces  — p,  — p',  — p",  &c;  q,  q', 
q",  &c;  T,  T  ,  &c.  ;  il  faut  donc  qu'elles  soient  nulles,  et 
que  le  système  soit  en  équilibre  en  vertu  des  seules  forces  — p , 
—p',  —p",  &c.  -,  q,  q%  q",  &c.  ;  T,  T,  &c.  Soient       W,  &c. ,  les 

variations 
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variations  des  directions  des  forces  T,  T',  &c.  ;  on  aura ,  en  vertu 
de  l'équation  (k) , 

o  =  ?.(q—P).ff+-2..T.£i  ; 
mais  le  système  étant  supposé  en  équilibre  en  vertu  des  seules 
forces  q ,  q\  &c, ,  sans  cpi'il  en  résulte  aucune  action  sur  les  courbes 
décrites ,  l'équation  {k)  donne  encore  o  =  t.q.ff;  partant 

o  =  X.p.ff—  2. T.  fi. 
Si  l'on  assujétit  les  variations  des  coordonnées  à  satisfaire  aux 
courbes  décrites  ,  on  a  fi  —  o  ,  fi'=o  ,  &c.  ;  on  a  donc  alors  , 

et  comme  les  courbes  décrites  sont  elles-mêmes  arbitraires ,  et  ne 
sont  assujéties  qu'aux  conditions  de  la  liaison  des  parties  du  sys- 
tème ;  l'équation  précédente  a  lieu ,  pourvu  que  ces  conditions 
soient  remplies  ,  et  alors  l'équation  (£)  se  change  dans  l'équa- 
tion (/).  Cette  équation  est  la  traduction  analytique  du  principe 
suivant ,  connu  sous  le  nom  de  principe  des  vitesses  virtuelles. 

a  Si  l'on  fait  varier  infiniment  peu  ,  la  position  d'un  système 
»  de  corps  ,  en  l'assujétissant  aux  conditions  qu'il  doit  remplir  ;  la 
»  somme  des  forces  qui  le  sollicitent ,  multipliée  chacune  par  l'es- 
»  pace  que  le  corps  auquel  elle  est  appliquée  ,  parcourt  suivant 
»  sa  direction ,  doit  être  égale  à  zéro,  dans  le  cas  de  l'équilibre  du 
»  système  ». 

Non-seulement  ce  principe  a  lieu  dans  le  cas  de  l'équilibre  ; 
mais  il  en  assure  l'existence.  Supposons,  en  effet,  que  l'équation  (  /) 
ayant  lieu  ,  les  points  m,  m',  &c,  prennent  les  vitesses  v  ,  v ,  &c. , 
en  vertu  des  forces  m  S,  m'S',  &c, ,  qui  leur  sont  appliquées.  Ce 
système  seroit  en  équilibre ,  en  vertu  de  ces  forces  et  de  celles-ci 
—  mv  ,  — m'y',  &c.  ;  désignons  par  S~v  ,  fv',  &c. ,  les  variations  des 
directions  de  ces  nouvelles  forces  ;  on  aura ,  par  le  principe  des 
vitesses  virtuelles , 

o  =  S.mS.fs  —  S.?n.vfv; 
mais  on  a ,  par  la  supposition ,  o  =  2 .  mS.  fs;  on  a  donc  o  =  2 .  m .  v  JV. 
Les  variations  fv ,  <*V,  &c.  ,  devant  être  assujéties  aux  condi- 
tions du  système  ,  on  peut  les  supposer  égales  à  vdt,  v'dt,  &c , 
et  alors  on  ao^.mc1,  équation  qui  donne  v  =  o,  v'—o,  &c,j 
Mkcan.  cèl.  Tome  I.  F 
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c'est-à-dire  que  le  système  est  en  équilibre ,  en  vertu  des  seules 
forces  mS,  m' S',  &c. 

Les  conditions  de  la  liaison  des  parties  d'un  système  peuvent 
toujours  se  réduire  à  des  équations  entre  les  coordonnées  de  ses 
différens  corps.  Soient  u  =  o,  t/=o,  u"=o,  &c.  ces  diverses  équa- 
tions ;  on  pourra ,  par  le  n°.  3  ,  ajouter  à  l'équation  (1) ,  la  fonction 
a«T«  +  >/JV  +  &c.  ,  ou  S.Â.ty;  a,  a',  &c. ,  étant  des  fonctions  indé- 
terminées des  coordonnées  des  corps  ;  cette  équation  deviendra  . 

ainsi ,  \ 

o  =  2 .  m  S.     +  2 .  a.  £u  ; 

dans  ce  cas  ,  les  variations  de  toutes  les  coordonnées  seront  arbi- 
traires ,  et  l'on  pourra  égaler  leurs  coefficiens  à  zéro,  ce  qui  don- 
nera autant  d'équations  au  moyen  desquelles  on  déterminera  les 
fonctions  k  ,  &c.  Si  l'on  compare  ensuite  cette  équation  à  l'équa- 
tion (£),  on  aura, 

d'où  il  sera  facile  de  conclure  les  actions  réciproques  des  corps 
m ,  m,  &c ,  et  les  pressions  —  R,  —  R',  &c,  qu'ils  exercent  contre 
les  surfaces  auxquelles  ils  sont  assujétis. 

1 5.  Si  tous  les  corps  du  système  sont  fixement  attachés  ensem- 
ble ,  sa  position  sera  déterminée  par  celle  de  trois  de  ses  points  qui 
ne  sont  pas  en  ligne  droite  ;  la  position  de  chacun  de  ces  points 
dépend  de  trois  coordonnées ,  ce  qui  produit  neuf  indéterminées  ; 
mais  les  distances  mutuelles  des  trois  points  étant  données  et 
invariables,  on  peut,  à  leur  moyen,  réduire  ces  indéterminées  à 
six  autres  qui,  substituées  dans  l'équation  (Z),  introduiront  six 
variations  arbitraires  ;  en  égalant  à  zéro  leurs  coefficiens ,  on  aura 
six  équations  qui  renfermeront  toutes  les  conditions  de  l'équilibre 
du  système  ;  développons  ces  équations. 

Pour  cela ,  soient  x,  y ,  z,  les  coordonnées  de  m  ;  x',y',  z',  celles 
de  m';  x", y",  z",  celles  de  m',  &c. ,  on  aura 


/  = 

V  (x' 

-  *y  +  (y— y  T  +  (     *)*  ; 

V  (x 

— xy  +  (y"— y  y  +  (      *T  ; 

/'= 

V  (x" 

-x'y+(y"—yy+(  z"—*'y 
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Si  l'on  suppose 

Sx  ==  Sx'  =  Sx"  =  &c.  ; 
Sy  =  S/  =  sy'=&c; 
Sz  =  Sz'  =  Sz"  =  &C.J 

on  aura  Sf=o,  Sf'  =  o,  Sf"=o  ,  &c.  ;  les  conditions  à  satisfaire 
seront  donc  remplies  ,  et  l'on  aura  en  vertu  de  l'écpaation  (/) , 

on  aura  ainsi ,  trois  des  six  équations  qui  renferment  les  conditions 
de  l'équilibre  du  système.  Les  seconds  membres  de  ces  équations 
sont  les  sommes  des  forces  du  système ,  décomposées  parallèlement 
aux  trois  axes  des  x,  des  y ,  et  des  z  ;  chacune  de  ces  sommes  doit 
donc  être  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre. 

Les  équations  Sf=o,  #/'==o,  Sf'=o,  &c.,  seront  encore  satis- 
faites, si  l'on  suppose  z,  z,  z",  &c.  invariables ,  et  si  l'on  fait 

</\r  =  y.  <f  <sr    •        Sy  =  — X.Svr; 

Sx'= y'.  JW  ;      Jy'=  —  x'  •  ^  i 
&c. 

S™  étant  une  variation  quelconque.  En  substituant  ces  valeurs  dam 
l'équation  (l),  on  aura 

o  =  X.mS.[jr.fë)-x.  (£)}. 

Il  est  visible  que  l'on  peut  changer  dans  cette  équation ,  soit  les 
coordonnées  &c. ,  soit  les  coordonnées  y ,  y',  y",  &c. ,  en 

z,  z',  z",  &c. ,  ce  qui  donnera  deux  autres  équations  qui  réunies  à 
la  précédente ,  formeront  le  système  suivant  d'équations , 

o  =  X.msJ{y.(^)-x.(^)}) 

o  =  S.m*.{*.(£)-*.(£)}  >  >  M 
o  =  X.mS.{y.(J^)-z.(^)}  ) 

la  fonction  Z.mS.y.(^^  est,  par  le  n°.  3,  la  somme  des  mo- 

mens  de  toutes  les  forces  parallèles  à  l'axe  des  x ,  pour  faire  tour- 
ner le  système  autour  de  l'axe  des  z.  Pareillement  la  fonction 
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"Z.mS.x.  (^J~J  est  ^a  somme  des  momens  de  toutes  les  forces  paral- 
lèles à  l'axe  des  y  ,  pour  faire  tourner  le  système  autour  de  l'axe 
des  z ,  mais  en  sens  contraire  des  premières  forces  ;  la  première 
des  équations  {n)  indique,  par  conséquent,  que  la  somme  des 
momens  des  forces  est  nulle  par  rapport  à  l'axe  des  z.  La  seconde 
et  la  troisième  de  ces  équations  indiquent  semblablement  que  la 
somme  des  momens  des  forces  est  nulle ,  soit  par  rapport  à  l'axe 
des  y ,  soit  par  rapport  à  l'axe  des  x.  En  réunissant  ces  trois  condi- 
tions à  celles-ci ,  savoir  que  les  sommes  des  forces  parallèles  à  ces 
axes  soient  nulles  par  rapport  à  chacun  d'eux;  on  aura  les  six  con- 
ditions de  l'équilibre  d'un  système  de  corps  invariablement  unis 
ensemble. 

Si  l'origine  des  coordonnées  est  fixe  ,  et  attachée  invariablement 
au  système  •  elle  détruira  les  forces  parallèles  aux  trois  axes ,  et 
les  conditions  de  l'équilibre  du  système  autour  de  cette  origine, 
se  réduiront  à  ce  que  les  sommes  des  momens  des  forces  pour  le 
faire  tourner  autour  des  trois  axes ,  soient  nulles  relativement  à 
chacun  d'eux. 

Supposons  que  les  corps  m,  m',  m",  &c,  ne  soient  animés  que  par 
la  pesanteur.  Son  action  étant  la  même  sur  tous  ces  corps ,  et  les 
directions  de  la  pesanteur  pouvant  être  supposées  les  mêmes  dans 
toute  l'étendue  du  système ,  on  aura 

les  trois  équations  (n)  seront  satisfaites,  quelle  que  soit  la  direc- 
tion de  s ,  ou  de  la  pesanteur ,  au  moyen  des  trois  suivantes  : 

O  —  X.mx  ;      o  —  'Z.my  ;      o  =  X.mz.  (o) 
L'origine  des  coordonnées ,  étant  supposée  fixe ,  elle  détruira  pa- 
rallèlement à  chacun  des  trois  axes  ,  les  forces  S.  (^r~j  •  s  ■ 


m 
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•S".  (^f~)  • s  • m  >  ' 2  * m  >  en  comPosant  ces  trois  forces^  on 

aura  une  force  unique  égale  a  S.X.m,  c'est-à-dire ,  égale  au  poids 
du  système* 

Cette  origine  des  coordonnées  autour  de  laquelle  nous  supposons 
ici  le  système  en  équilibre ,  fst  un  point  du  système ,  très-remar- 
quable ,  en  ce  qu'étant  soutenu ,  le  système  animé  par  la  pesanteur 
reste  en  équilibre  ,  quelque  situation  qu'on  lui  donne  autour 
de  ce  point  que  l'on  nomme  centre  de  gravité  du  système.  Sa 
position  est  déterminée  par  la  condition  ,  que  si  l'on  fait  passer  par 
ce  point,  un  plan  quelconque,  la  somme  des  produits  de  chaque 
corps  ,  par  sa  distance  à  ce  plan ,  est  nulle  ;  car  cette  distance  est 
une  fonction  linéaire  des  coordonnées  x ,  y ,  z ,  du  corps  ;  en  la 
multipliant  donc  par  la  masse  du  corps  ,  la  somme  de  ces  produits 
sera  nulle  en  vertu  des  équations  (o). 

Pour  fixer  la  position  du  centre  de  gravité  ,  soient  X,  Y,  Z,  ses 
trois  coordonnées  par  rapport  à  un  point  donné}  soient  x,  y ,  z 
les  coordonnées  de  mr  rapportées  au  même  point;  x',y\  z',  celles 
de  m',  et  ainsyle  suite  ;  les  équations  (  o  )  donneront 

o  =  S .  m .  (x  —  X)  ; 


mais  on  a  X.m.X=X.X.m ,  Z.m  étant  la  masse  entière  du  sys- 

2*.  mx 


tême  ;  on  a  donc 


X  = 


2 .  m 

On  aura  pareillement 

ainsi,  les  coordonnées  X,  Y,  Z,ne  déterminant  qu'un  seul  point, 
on  voit  que  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps  est  unique. 
Les  trois  équations  précédentes  donnent 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme  : 

X'  +  7  2  +  Z*  =  X-m-(x*+y+*V        S  ■  m  m' .  {  (x'-x)>±(y'-yr-V(z'-z)^ 
S. m  CS.m)2 


46  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

l'intégrale  finie  S. mm',  {(x'— *)*  +  (/— y)*  +  (z'—z)>]  ,  expri- 
mant la  somme  de  tous  les  produits  semblables  à  celui  qui  est  ren- 
fermé sous  la  caractéristique  S  ,  et  que  l'on  peut  former ,  en  consi- 
dérant deux  à  deux,  tous  les  corps  du  système.  On  aura  donc  ainsi  la 
distance  du  centre  de  gravité,  à  un  point  fixe  quelconque,  au«moyen 
des  distances  des  corps  du  système ,*à  ce  même  point  fixe,  et  de 
leurs  distances  mutuelles.  En  déterminant  de  cette  manière ,  la 
dislance  du  centre  de  gravité,  à  trois  points  fixes  quelconques ,  on 
aura  sa  position  dans  l'espace  ;  ce  qui  donne  un  nouveau  moyen 
de  le  déterminer. 

On  a  étendu  la  dénomination  de  centre  de  gravité ,  à  un  point 
d'un  système  quelconque  de  corps  pesans  ou  non  pesans,  déterminé 
par  les  trois  coordonnées  X,  Y,  Z. 

l6.  Il  est  facile  d'appliquer  les  résultats  précédens  ,  à  l'équi- 
libre d'un  corps  solide  de  figure  quelconque  ,  en  le  concevant 
formé  d'une  infinité  de  points  liés  fixement  entre  eux.  Soit  donc 
dm  ,  un  de  ces  points,  ou  une  molécule  infiniment  petite  du  corps  ; 
soient  x,y,z,]es  coordonnées  rectangles  de  cette  molécule  ;  soient 
encore  P,  Q,  R ,  les  forces  dont  elle  est  animée  parallèlement  aux 
axes  des  x,  des  y ,  et  des  z;  les  équations  (m)  et  (tz)  dun°,  pré- 
cédent ,  se  cliangeront  dans  les  suivantes  : 

o  —  fP.dm  ;      o—fQ.dm;      o  =/P.dm  y 
o—f(Py—Qx).dm;  o=f(Pz—Px).dm;  o=f(Ry—Qz) .dm , 
le  signe  intégral/étant  relatif  à  la  molécule  dm,  et  devant  s'étendre 
à  la  masse  entière  du  solide. 

Si  le  corps  ne  peut  que  tourner  autour  de  l'origine  des  coordon- 
nées, les  trois  dernières  équations  suffisent  pour  J'équilibre. 
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CHAPITRE  IV. 

De  l'équilibre  des  fluides. 

17.  Pour  avoir  les  loix  de  l'équilibre  et  du  mouvement  de 
chacune  des  molécules  fluides,  il  faudroit  connoître  leur  figure, 
ce  qui  est  impossible  ;  mais  nous  n'avons  besoin  de  déterminer  ces 
loix ,  que  pour  les  fluides  considérés  en  masse  ,  et  alors  la  con- 
noissance  des  figures  de  leurs  molécules  devient  inutile.  Quelles 
que  soient  ces  figures  ,  et  les  dispositions  qui  en  résultent  datis 
les  molécules  intégrantes  ;  tous  les  fluides  pris  en  masse ,  doivent 
offrir  les  mêmes  phénomènes  dans  leur  équilibre  et  dans  leurs 
mouvemens  ,  en  sorte  que  l'observation  de  ces  phénomènes  ne 
peut  rien  nous  apprendre  sur  la  configuration  des  molécules  fluides. 
Ces  phénomènes  généraux  sont  fondés  sur  la  mobilité  parfaite  de 
ces  molécules  qui  peuvent  ainsi  céder  au  plus  léger  effort.  Cette 
mobilité  est  la  propriété  caractéristique  des  fluides  3  elle  les  distin- 
gue des  corps  solides ,  et  sert  à  les  définir.  Il  en  résulte  que  pour 
l'équilibre  d'une  masse  fluide ,  chaque  molécule  doit  être  en  équi- 
libre en  vertu  des  forces  qui  la  sollicitent ,  et  des  pressions  qu'elle 
éprouve  de  la  part  des  molécules  environnantes.  Développons  les 
équations  qui  résultent  de  cette  propriété. 

Pour  cela,  considérons  un  système  de  molécules  fluides  for- 
mant un  parallélipipède  rectangle  infiniment  petit.  Soient  x,  y,  z, 
les  trois  coordonnées  rectangles  de  l'angle  de  ce  parallélipipède , 
le  plus  voisin  de  l'origine  des  coordonnées.  Soient  dx ,  dy ,  dz  , 
les  trois  dimensions  de  ce  parallélipipède  ■  nommons  p ,  la  moyenne 
de  toutes  les  pressions  qu'éprouvent  les  différens  points  de  la  face 
dy.dz  du  parallélipipède,  la  plus  voisine  de  l'origine  des  coor- 
données ,  et  p'  la  même  quantité  relative  à  la  face  opposée.  Le 
parallélipipède ,  en  vertu  de  la  pression  qu'il  éprouve ,  sera  solli- 
cité parallèlement  à  l'axe  des  x,  par  une  force  égale  à  ( p—p)  •  dy .  dz. 


■ 
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p' — p  est  la  différence  de  p  prise  en  ne  faisant  varier  que  x  ;  car 
quoique  la  pression  p'  agisse  en  sens  contraire  de  p  ,  cependant  la 
pression  qu'éprouve  ùn  point  du  fluide,  étant  la  même  dans  tous 
les  sens  ,  p' — p  peut  être  considéré  comme  la  différence  de  deux 
forces  infiniment  voisines  et  agissantes  dans  le  même  sens  ;  on  a 

donc  p' — p—(^^j.dx;  et  (p—p  ).dy.dz~  , —  (^—j.dx.dy.dz. 

Soient  P,  Q,  R ,  les  trois  forces  accélératrices  qui  animent  d'ail- 
leurs les  molécules  fluides,  parallèlement  aux  axes  des  x ,  des  y, 
et  des  z;  si  l'on  nomme  p  la  densité  du  parallélipipède,  sa  masse 
sera  p.dx  dy  dz,  et  le  produit  de  la  force  P  par  cette  masse, 
sera  la  force  entière  qui  en  résulte  pour  la  mouvoir  ;  cette  masse 
sera ,  par  conséquent ,  sollicitée  parallèlement  à  l'axe  des  x,  par  la 

force  jp^3 — (^-j^J^.dx.dy.dz.  Elle  sera  pareillement  sollicitée 
parallèlement  aux  axes  des  y  et  des  z,  par  les  forces  j  p  Q  —         j  ' 

dx .dy.dz,  et  ^p  R  -j^j . dx .dy  .dz  ;  on  aura  donc ,  en  vertu  de 

l'équation  (b)  du  n°.  5,  • 


ou 


fp=p.  {P.fx+Q.fy  +  R.fz}. 

Le  second  membre  de  cette  équation  doit  être  comme  le  premier , 
une  variation  exacte  ;  ce  qui  donne  les  équations  suivantes  aux 
différences  partielles , 


(d.°P\  '    fd.pQ\  /d.FP\   \_  /d^R\  fd.pQ\  _  /d.rR\ 

\dy)      \dx);     \  dz)      \dx);     \  dz)-\dy  )  > 


d'où  l'on  tire 

dz , 


Q- 


dp\ 

II) 


+  R, 


dP\ 
dy) 


dR\  „ 


dR 

d  x 


■R. 


dO\ 


Cette  équation  exprime  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  forces 
P,  Q ,  R,  pour  que  l'équilibre  soit  possible. 

Si  le  fluide  est  libre  à  sa  surface,  ou  dans  quelques  parties  de 
cette  surface ,  la  valeur  de  p  sera  nulle  dans  ces  parties  ;  on  aura 

donc 
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donc  fp  =  o,  pourvu  que  l'on  assujétisse  les  variations  fx,  <ty,  ^z 
à  appartenir  à  cette  surface;  ainsi,  en  remplissant  ces  conditions  , 
on  aura 

o  =  P.fx  +  Q.fy  +  R.  S-z. 
Soit  £u  —  o ,  l'équation  différentielle  de  la  surface ,  on  aura 

P.£x+  Q.ty  +  R.£z  =  h.£u, 
a.  étant  une  fonction  de  x,  y,  z  ;  d'où  il  suit,  par  le  n°.  5  ,  que  la 
résultante  des  forces  P,  Q,  R,  doit  être  perpendiculaire  aux  par- 
ties de  la  surface  dans  lesquelles  le  fluide  est  libre. 

Supposons  que  la  variation  P.fx+Q.ty  +  R.fz  ,  soit  exacte , 
ce  qui  a  lieu  par  le  n°.  2  ,  lorsque  les  forces  P,Q,R  sont  le  résultat 
de  forces  attractives.  Nommons  alors  <T<p  cette  variation  ;  on  aura 
<rjj  =  p.tr(p;  p  doit  donc  être  fonction  de  p  et  de  <p,  et  comme  en 
intégrant  cette  équation  différentielle  ,  on  a  55  en  fonction  de  p  ;  on 
aura  p  en  fonction  de  p.  La  pression/)  est  donc  la  même  pour  toutes 
les  molécules  dont  la  densité  est  la  même  ;  ainsi  dp  est  nul  relati- 
vement aux  surfaces  des  couches  de  la  masse  fluide,  dans  lesquelles 
la  densité  est  constante ,  et  l'on  a  par  rapport  à  ces  surfaces  , 
0  =  P.Sx+Q.ty  +  R.fz. 

Il  suit  de  là,  que  la  résultante  des  forces  qui  animent  chaque  mo- 
lécule fluide ,  est  dans  l'état  d'équilibre  ,  perpendiculaire  à  la  sur- 
face de  ces  couches  que  l'on  a  nommées  pour  cela ,  couches  de 
niveau.  Cette  condition  est  toujours  remplie ,  si  le  fluide  est  homo- 
gène et  incompressible  ,  puisqu'alors  les  couches  auxquelles  cette 
résultante  est  perpendiculaire  ,  sont  toutes  de  même  densité. 

Pour  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  dont  la  surface 
extérieure  est  libre,  et  qui  recouvre  un  noyau  solide  fixe  et  de 
figure  quelconque ,  il  est  donc  nécessaire  et  il  suffit,  i°.  que  la 
différentielle  P.fx+Q.ïy  +  R.fz  soit  exacte;  20.  que  la  résul- 
tante des  forces  à  la  surface  extérieure  ;  soit  dirigée  vers  cette  sur- 
face ,  et  lui  soit  perpendiculaire. 


Mécan.  cél.  Tome  I, 
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CHAPITRE  V. 

Principes  généraux  du  mouvement  d'un  système  de  corps. 

1  8.  JN"ous  avons  ramené  dans  le  n°.  7  les  loix  cl  a  mouvement 
d'un  point ,  à  celles  de  l'équilibre ,  en  décomposant  son  mouve- 
ment instantané  en  deux  autres,  dont  l'un  subsiste  ,  et  dont  l'autre 
est  détruit  par  les  forces  qui  sollicitent  ce  point  :  l'équilibre  entre 
ces  forces  et  le  mouvement  perdu  par  le  corps  ,  nous  a  donné  les 
équations  différentielles  de  son  mouvement.  Nous  allons  faire  usage 
de  la  même  méthode  ,  pour  déterminer  le  mouvement  d'un  système 
de  corps  m,  m',  m",  &c.  Soient  donc  mP,  m  Q ,  mR,  les  forces 
qui  sollicitent  m  ,  parallèlement  aux  axes  de  ses  coordonnées  rec- 
tangles x,  y,  z  ;  soient  m'P',  m'Q',  m'R'  les  forces  qui  sollicitent  m! 
parallèlement  aux  mêmes  axes  ,  et  ainsi  de  suite;  et  nommons  t,  le 

dx         dy  dz 
temps.  Les  forces  partielles  m.—- ,  m.  —  ,  m.—,  du  corps  m,aun 

ci  t  CL  t  et  t 

instant  quelconque  ,  deviendront  dans  l'instant  suivant  : 

dx  dx  dx 

m.-r-  +  m.d.—  m. a.— — h  mJr.dt  ; 

dt  dt  dt 

dy  dy  'dy 

m.-?L+m.d.-ir  m'.d.—. — \-mQ.dt; 

dt  dt  dt 

dz  dz  dz  -ni. 

m.  — — \-m.d.—  m.d.—. — (-  mR.at  ; 

dt  dt  dt 

et  comme  les  seules  forces 

dx  ,  dx  dy  dy  dz  dz 

dt  dt  dt  dt  dt  dt 

subsistent  ;  les  forces 

—  m.d.~  +  mP.dt:  —m.d.^-^-mQ.dt;  — m.d.-^--\-mR.dt; 

dt  dt  dt 

seront  détruites.  En  marquant  dans  ces  expressions,  successivement 
d'un  trait,  de  deux  traits,  &c,  les  lettres  m,  x,y,  z,  P,  Q,  R, 
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on  aura  les  forces  détruites  cbns  les  coi'ps  m',  m",  &c.  Cela  posé, 
si  l'on  multiplie  respectivement  ces  forces  ,  par  les  variations 
Sx,  Sy ,  Sx',  &c.  de  leurs  directions  ;  le  piincipe  des  vitesses 
virtuelles  exposé  dans  le  n°.  i4,  donnera,  en  supposant  dt  cons- 
tant ,  l'équation  suivante  : 

i      f  dix      „  Ï  f  ddy         1  .      Â  ddz  ) 

{  --P  }  |  -j^—Q  )  +.m.*M.  {  —  -R  } 

,   frMr'      „,ï         ,       ,   (ddy'         A         ,       ,   (ddz'  ï 

&c. 

on  éliminera  de  cette  équation ,  au  moyen  des  conditions  particu- 
lières du  système,  autant  de  variations  qu'il  y  a  de  ces  conditions  ; 
en  égalant  ensuite  séparément  à  zéro  ,  les  coefliciens  des  variations 
restantes  ,  on  aura  toutes  les  équations  nécessaires  pour  détermi- 
ner le  mouvement  des  difTérens  corps  du  système. 

1  L'équation  (P)  renferme  plusieurs  principes  généraux  de 
mouvement ,  que  nous  allons  développer.  On  assujettira  évidem- 
ment, les  variations  Sx,  Sy ,  Sz,  Sx',  &c,  à  toutes  les  conditions 
de  la  liaison  des  parties  du  système ,  en  les  supposant  égales  aux 
différences  dx ,  dy,  dz ,  dx',  &c.  Cette  supposition  est  donc  per- 
mise ,  et  alors  l'équation  (P)  donne  en  l'intégrant, 

Z.m.(dx  +j^+dz)  =  c  +  2..Z.f7?i(P.dx+Q.dy  +  R.dz)  ;  (Q) 

c  étant  une  constante  arbitraire  introduite  par  l'intégration. 

Si  les  forces  P,  Q,  P,  sont  le  résultat  de  forces  attractives, 
dirigées  vers  des  points  fixes ,  et  des  forces  attractives  des  corps 
les  uns  vers  les  autres  ;  la  fonction  X.f m.  (Pdx+Qdy  +  Rdz)  est 
une  intégrale  exacte.  En  effet,  les  parties  de  cette  fonction,  rela- 
tives aux  forces  attractives  dirigées  vers  des  points  fixes  ,  sont 
par  le  n°.  8  ,  des  intégrales  exactes.  Cela  est  également  vrai  par  rap- 
port aux  parties  qui  dépendent  des  attractions  mutuelles  des  corps 
du  système  ;  car  si  l'on  nomme/,  la  distance  de  m  à  m',  m' F,  l'at- 
traction de  m'  sur  m;  la  partie  de  m.(Pdx+  Qdy  +  Rdz),  rela- 
tive à  l'attraction  de  m'  sur  m  ,  sera  par  le  n°.  cité  ,  égale  à 
—  mm  .Fdf ,  la  différence  df  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que 
les  coordonnées  x,  y ,  z.  Mais  la  réaction  étant  égale  et  contraire  à 

G  - 
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l'action,  la  partie  de  m'.(P'dx'  +  Q'dy'  +  P'dz')  relative  à  l'attrac- 
tion de  m  sur  m',  est  égale  à  —  mm'Fdf,  en  ne  faisant  Tarie* 
dans/,  que  les  coordonnées  x',y',z';  la  partie  de  la  fonction 
Z.m(Pdx+Qdy  +  Kdz)  relative  à  l'attraction  réciproque  de  m 
et  de  m',  est  donc  —mm'.Fdf,  tout  étant  supposé  varier  dans  f. 
Cette  quantité  est  une  différence  exacte ,  lorsque  F  est  une  fonc- 
tion de  /,  ou  lorsque  l'attraction  est  comme  une  fonction  de  la 
distance ,  ainsi  que  nous  le  supposerons  toujours  ;  la  fonction 
X.m.(Pdx+Qdy+Rdz)  est  donc  une  différence  exacte,  toutes 
les  fois  que  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps  du  système ,  sont 
le  résolut  de  leur  attraction  mutuelle,  ou  de  forces  attractives 
dirigées  vers  des  points  fixes.  Soit  alors  dp ,  cette  différence ,  et 
nommons  v ,  la  vitesse  de  m  ,  v  ce]  le  de  m'j  &c.  ;  on  aura 

%.mv*—  c  +  2  <p.  (i?) 
Cette  équation  est  analogue  à  l'équation  (g)  du  n°.  8  ;  elle  est  la 
traduction  analytique  du  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives.  On  nomme  force  vive  d'un  corps ,  le  produit  de  sa  masse 
par  le  quarré  de  sa  vitesse.  Le  principe  dont  il  s'agit,  consiste  en  ce 
que  la  somme  des  forces  vives ,  ou  la  force  vive  totale  du  système , 
est  constante  ,  si  le  système  n'est  sollicité  par  aucunes  forces  ;  et  si 
les  corps  sont  sollicités  par  des  forces  quelconques  ,  la  somme  des 
accroissemens  de  la  force  vive  totale ,  est  la  même  ,  quelles  que 
soient  les  courbes  décrites  par  chacun  de  ces  corps ,  pourvu  que 
leurs  points  de  départ  et  d'arrivée  soient  les  mêmes, 

Ce  principe  n'a  lieu  que  dans  les  cas  où  les  mouvemens  des  corps 
changent  par  des  nuances  insensibles.  Si  ces  mouvemens  éprou- 
vent des  changemens  brusques ,  la  force  vive  est  diminuée  d'une 
quantité  que  l'on  déterminera  de  cette  manière.  L'analyse  qui 
nous  a  conduits  à  l'équation  (P)  du  n°.  précédent,  donne  alors  , 
au  lieu  de  cette  équation ,  la  suivante  : 


o  =  2 .  m 


[dt        dt      dt       dt     dt  dt} 


dx         dy  dz  dy  dz. 

A. —  ,  a  . — ,  et  A .  — - ,  étant  les  différences  de  —,  — ,  et  —  ,  dun 
dt  '       rff  dt'  dt     dt  dt 

instant  à  l'autre ,  différences  qui  deviennent  finies ,  lorsque  les 
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mouvemens  des  corps  reçoivent  des  altérations  finies  dans  un  ins- 
tant. On  peut  supposer  dans  cette  équation, 

fx  =  dx  +  *.dx  ;      fy=dy  +  A.dy  ;      fz  =  dz  +  A.dz  ; 
parce  que  les  valeurs  de  dx,  dj,  dz,  se  changeant  dans  l'instant 
suivant,  dans  dx  +  A. dx  ,  dy  +  A.dy,  dz  +  A.dz,  ces  valeurs  de 
<jy,  *z,  satisfont  aux  conditions  de  la  liaison  des  parties  du 
système  ;  on  aura  ainsi 

(/dx  dx\        dx   '  fdy         dy\       dy     (dz         dz\       dz  ' 

—  ^.m.{P.(dx  +  A.dx)  +  Q.(dy  +  A.dj)  +  R.(dz  +  A.dz)  }. 

Cette  équation  doit  être  intégrée  comme  une  équation  aux  diffé- 
rences finies  relative  au  temps  t  dont  les  variations  sont  infiniment 
petites,  ainsi  que  les  variations  de  x ,  y ,  z  ,  x',  &c.  Désignons  par  S, 
les  intégrales  finies  résultantes  de  cette  intégration ,  pour  les  dis- 
tinguer des  intégrales  finies  précédentes ,  relatives  à  l'ensemble  des 
corps  du  système.  L'intégrale  de  m  P .  (cl  x  +  a  .  dx)  est  visiblemen  t 
la  même  que  JmP.dx;  on  aura  donc 

(dx*+df+dz>)  ,  ...  ^      (/    <irV,/A  <îyV,/.  cl 
constantes. m.^—  i+*_.X.i».^A.-J  +[^Tt) 

—  2Z.f.m.(P.dx+Q.dy  +  Ii.dz); 

en  désignant  donc  par  p,  p',  p",  &c. ,  les  vitesses  de  m,  m',  m",  &c. 

on  aura 

X.mP^consUmte-^.Z.mJ^.^  +(a.|)  +(A'Jt)  } 
—  i2..f.m.(P.dx+Q.dy  +  P.dz). 
La  quantité  renfermée  sous  le  signe  2  ,  étant  nécessairement  posi- 
tive, on  voit  que  la  force  vive  du  système  diminue  par  l'action 
mutuelle  des  corps  ,  toutes  les  fois  que  durant  le  mouvement , 

quelques-unes  des  variations  A.-^  ;  a . -—^ ,  &c. ,  sont  finies.  L'é- 
quation précédente  offre  de  plus,  un  moyen  fort  simple  d'avoir 
cette  diminution. 

A  chaque  variation  brusque  du  mouvement  du  système ,  on  peut 
concevoir  la  vitesse  de  m ,  décomposée  en  deux  autres ,  l'une  p 
qui  subsiste  dans  l'instant  suivant  ;  l'autre  V,  détruite  par  l'action 
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dt 


des  autres  corps  ;  or  la  vitesse  de  m  étant 
cette  décomposition,  et  se  changeant  après,  dans 

\/(dx  +  A.dx)^{-  (dy  +  A.dy)^-\-(dz-\-A.dz)i 


avant 


dt 


dy_ 
dt 


+  A. 


dt 


il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

l'équation  précédente  peut  donc  être  mise  sous  cette  forme  : 
g .  mv-  =  constante  *-  S;.  S.  mV* — S  S./,  m.  (Pdx+Qdy+ R  dz). 
20.  Si  dans  l'équation  (P)  dun°.  18,  on  suppose 

^"=Jx+V;     Sy"=Sy  +  syi"  ;     Sz'^Sz  +  Sz/'  i 
&c. 

en  substituant  ces  variations  ,  dans  les  expressions  des  variations 
f-f}  sf,  Sf",  &c.  ,  des  distances  mutuelles  des  corps  du  système, 
dont  on  a  donné  les  valeurs  clans  le  n°.  i5  ;  on  voit  que  les  va- 
riations Sx ,  Sy,  Sz  ,  disparoissent  de  ces  expressions.  Si  le  sys- 
tème est  libre ,  c'est-à-dire  ,  si  aucune  de  ses  parties  n'a  de  liaison 
avec  les  corps  étrangers  ;  les  conditions  relatives  à  la  liaison  mu- 
tuelle des  corps  ,  ne  dépendant  que  de  leurs  distances  mutuelles, 
les  variations  Sx ,  Sy,  Sz ,  seront  indépendantes  de  ces  conditions; 
d'où  il  suit  qu'en  substituant ,  au  lieu  de  Sx' ,  Sy' ,  Sz',  Sx",  &c, 
leurs  valeurs  précédentes  dans  l'équation  (P) ,  on  doit  égaler  séparé- 
ment à  zéro  ,  les  coefficiens  des  variations  Sx,  Sy ,  Sz  ;  ce  qui 
donne  les  trois  équations 

.=,.„.  (£-p>  o=,.„.(§-q),.  .*;.*..(£-*) 

Supposons  que  X,  Y,  Z  soient  les  trois  coordonnées  du  centre 
de  gravité  du  système  ;  on  aura  par  le  n°.  1 5 , 


x= 


2.7J1X 


2 .111 


T.my 


partant 


o  =  - 


ddX  2.777? 

dt       2Um  ' 


0  = 


2.771 

ddY  X.mQ 


2 .  mz 


dt7- 


g.îïi 


2.771 
_ddZ 

~~TF" 


2,777ÏÏ 
2.771 
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le  centre  de  gravité  du  système  se  meut  donc  ,  comme  si  tous  les 
corps  m ,  m',  &c. ,  étant  réunis  à  ce  centre  ,  on  lui  appliquoit  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  le  système. 

Si  le  système  n'est  soumis  qu'a  l'action  mutuelle  des  corps  qui 
le  composent ,  et  à  leurs  attractions  réciproques  ;  on  aura 

o  =  2. mP  ;      o  =  2. mQ  ;      o  =  x./nR 

car  en  exprimant  par  p  ,  l'action  réciproque  de  m  et  de  m',  quelle 
que  soit  sa  nature,  et  désignant  par/",  la  distance  mutuelle  de 
ces  deux  corps  ;  on  aura ,  en  vertu  de  cette  action  seule , 

d'où  l'on  tire 

o  =  mP  +  m'P'  ;      o  —  m  Q  +  m'Q'  ;      o  =  mR  +  m'R', 

et  il  est  clair  que  ces  équations  ont  lieu  dans  le  cas  même  où  les 
corps  exerceroient  les  uns  sur  les  autres,  une  action  finie  dans 
un  instant.  Leur  action  réciproque  disparoît  donc  des  intégrales 
"Z.mP  ,  2 . m  Q,  X.mR,  qui  par  conséquent ,  sont  nulles ,  lorsque 
le  système  n'est  point  sollicité  par  des  forces  étrangères.  Dans 
ce  cas,  on  a 

ddX  ddY  ddZ 


de  '  dp  '  d?  ' 

et  en  intégrant , 

X=a  +  bt  ;      Y=a'+b't  ;      Z=a"  +  b"t  ; 

a ,  b ,  a',  b',  a",  b",  étant  des  constantes  arbitraires.  En  éliminant 
le  temps  t,  on  aura  une  équation  du  premier  ordre,  soit  entre 
X  et  Y,  soit  entre  X  et  Z ;  d'où  il  suit  que  le  mouvement  du 
centre  de  gravité ,  est  rectiligne.  De  plus  ,  sa  vitesse  étant  égale  à 

vi^^WhWf' ou  à  ^2+z,,2+6"a> eiie  est  c°ns- 

tante,  et  le  mouvement  est  uniforme. 

Il  est  clair,  d'après  l'analyse  précédente,  que  cette  inaltérabi- 
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lité  du  mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps , 
quelle  que  soit  leur  action  mutuelle,  subsiste  dans  le  cas  même  ou 
quelques-uns  de  ces  corps  perdent  dans  un  instant,  par  cette 
action,  une  quantité  finie  de  mouvement. 
2, 1 .  Si  l'on  fait 

^0^^  ,/=^if  +  ^,&c, 

la  variation  J*  disparoît  encore  des  expressions  de 
if  &c.  :  en  supposant  donc  le  système  libre,  les  conditions 
tiVés  à  la  liaison  des  parties  du  système  ,  n'influant  que  sur  les 
variations  tf,  If,  &c,  la  variation  *.  en 

elle  est  arbitraire;  ainsi,  en  substituant  dans  l'équation  (F)  du 
elle  est  aiu  ,  &c. ,  leurs  valeurs 

18 ,  au  lieu  de  &c->  "V*      >  V  *  ' 

précédentes ,  on  doit  égaler  séparément  à  zéro ,  le  coefficient  de  >a  , 

ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire  ,  en  intégrant  par  rapport  au  temps  t, 


dt 


c  étant  une  constante  arbitraire. 

On  peut ,  dans  cette  intégrale ,  changer  les  coordonnées^,  y  &c, 
dans  *,*<;&<,;  pourvu  que  l'on  y  substitue,  a. .heu  des  forces 
Q,  Q',  &c  ,  parallèles  à  l'axe  desj  ,  les  forces  R,  R  ,  SCC,  pa 
xallèles  à  l'axe  des  *;  ce  qui  donne, 

c'  étant  une  nouvelle  arbitraire.  On  aura  de  la  même  manière 
c,^^y±^H^.f.m.CQz-Ry)ult; 

et  t 

c"  étant  une  troisième  arbitraire. 

Supposons  que  les  corps  du  système  ne  soient  soumis  qu  a  leur 
action  mutuelle  ,  et  à  une  force  dirigée  vers  l'origine  de^coor- 
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données.  Si  l'on  nomme,  comme  ci-dessus,  p  l'action  réciproque 
de  m  et  de  m',  on  aura ,  en  vertu  de  cette  action  seule , 

o  =  m.(Py—Qx)  +  m' .(Pf y'—Q' x  )  ; 

ainsi  l'action  mutuelle  des  corps  disparoît  de  l'intégrale  finie 
2.m.(Py —  Qx).  Soit  S,  la  force  qui  sollicite  m  vers  l'origine 
des  coordonnées  ;  on  aura ,  en  vertu  de  cette  force  seule , 

-  Q          ~S?  ■ 


v  x2+ y2-!-  z2  Vxr'+ y  + 

la  force  S  disparoît  donc  de  l'expression  de  Py — Q  x  ;  ainsi ,  dans 
le  cas  où  les  différais  corps  du  système  ne  sont  sollicités  que  par 
leur  action  et  leur  attraction  mutuelle ,  et  par  des  forces  dirigées 
vers  l'origine  des  coordonnées ,  on  a 

(xdy—ydx)      .  (xdz—zdx)      „  (ydz-zdy) 

dt  dt  a* 

Si  l'on  projette  le  corps  m ,  sur  le  plan  des  *  et  des  jr,  la  diffé-^ 
rentielle^^^,  sera  l'aire  que  trace,  durant  l'instant  dt ,  le 

2 

rayon  vecteur  mené  de  l'origine  des  coordonnées  ,  à  la  projection 
de  m;  la  somme  de  ces  aires  multipliées  respectivement  par  les 
masses  de  ces  corps,  est  donc  proportionnelle  à  l'élément  du  temps; 
d'où  il  suit  que  clans  un  temps  fini,  elle  est  proportionnelle  au 
temps,  C'est  en  cela  que  consiste  le  principe  de  la  conservation  dea 
aires. 

Le  plan  fixe  des  x  et  des  y  étant  arbitraire,  ce  principe  a  lieu 
pour  un  plan  quelconque ,  et  si  la  force  S  est  nulle  ,  c'est-à-dire  , 
si  les  corps  ne  sont  assujétis  qu'à  leur  action  et  à  leur  attraction 
mutuelle ,  l'origine  des  coordonnées  est  arbitraire ,  et  l'on  peut 
placer  à  volonté,  le  point  fixe.  Enfin ,  il  est  facile  de  voir,  par  ce 
qui  précède,  que  ce  principe  subsiste  dans  le  cas  même  où  ,  par 
l'action  mutuelle  des  corps  du  système ,  il  survient  des  change- 
mens  brusques  dans  leurs  mouvemens. 

Il  existe  un  plan  par  rapport  auquel  c'  et  c"  sont  nuls ,  et  qu'il 
est ,  par  cette  raison ,  intéressant  de  connoître  •  car  il  est  visible 
que  l'égalité  de  c'  et  de  c",  à  zéro ,  doit  apporter  de  grandes  simpli- 
Mkcan.  céi>.  Tome  I,  H. 
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fications  dans  la  recherche  du  mouvement  d'un  système  de  corps, 
Pour  déterminer  ce  plan ,  il  est  nécessaire  de  rapporter  les  coor- 
données x ,  y ,  z ,  à  trois  autres  axes  ayant  la  même  origine  que 
les  précédens.  Soit  donc  9  l'inclinaison  du  plan  cherché  formé  par 
deux  de  ces  nouveaux  axes ,  au  plan  des  x  et  des  y  ;  et  4  l'angle 
que  forme  l'axe  des  x ,  avec  l'intersection  de  ces  deux  plans ,  en 

sorte  que  9  soit  l'inclinaison  du  troisième  axe  nouveau ,  sur 

2 

le  plan  des  x  et  des  y ,  et  que  4  soit  l'angle  que  sa  projection 

sur  le  même  plan ,  fait  avec  l'axe  des  x ,  w  étant  la  demi-circon- 
férence. 

Pour  fixer  les  idées ,  imaginons  que  l'origine  des  coordonnées 
soit  au  centre  de  la  terre  ;  que  le  plan  des  x  et  des  y  soit  celui  de 
l'écliptique  ,  et  que  l'axe  des  z  soit  la  ligne  menée  du  centre  de  la 
terre ,  au  pôle  boréal  de  l'écliptique  •  concevons  de  plus  ,  que  le 
plan  cherché  soit  celui  de  l'équateur ,  et  que  le  troisième  axe  nou- 
veau soit  l'axe  de  rotation  de  la  terre  ,  dirigé  vers  le  pôle  boréal  ;  9 
sera  l'obliquité  de  l'écliptique  ,  et  4  sera  la  longitude  de  l'axe  fixe 
des  x ,  relativement  à  l'équinoxe  mobile  du  printemps.  Les  deux 
premiers  axes  nouveaux  seront  dans  le  plan  de  l'équateur  ,  et  en 
nommant  ç,  la  distance  angulaire  du  premier  de  ces  axes  à  cet 
équinoxe  ,  <p  représentera  la  rotation  de  la  terre ,  comptée  du  même 

équinoxe ,  et  — (-  <p  sera  la  distance  angulaire  du  second  de  ces  axes 

au  même  équinoxe.  Nous  nommerons  axes  principaux ,  ces  trois 
nouveaux  axes.  Cela  posé  , 

Soient  *  ,  yl3  zl3  les  coordonnées  de  m  rapportées,  i°.  à  la  ligne 
menée  de  l'origine  des  coordonnées,  à  l'équinoxe  du  printemps; 
les  x/  positifs  étant  pris  du  côté  de  cet  équinoxe  ;  a0,  à  la  projection 
du  troisième  axe  principal,  sur  le  plan  des  x  et  des  y;  5°.  à  l'axe 
des  z  ;  on  aura 

x  —  xr  cos.  4  +  y,  -  sin.  4  > 
y  —  <yr  cos.  4  —  ■*>  sin.  4  > 

z=zr 

Soient  xu,  y  t  z//}  les  coordonnées  rapportées,  i°.  à  la  ligne  de 
l'équinoxe  du  printemps  ;  a0,  à  la  perpendiculaire  à  cette  ligne  , 
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dans  le  plan  del'équateur;  5°.  au  troisième  axe  principal;  on  aura 
x,—  x„; 

y<  —  ¥u>  cos-  9  +  V  sin.  9  ; 
zt  —  zu.  cos.  9  — j^.  sin.  6. 

Enfin ,  soient  xHI ,  ym  ,  zul ,  les  coordonnées  de  m  rapportées  au 
premier ,  au  second  et  au  troisième  axe  principal  ;  on  aura 

xo  —  *w>  cos-  4  —y„,  •  sin.  <p  ; 
Jf»  =JV  cos.  f  +       sin.  <p  j 

De-là  il  est  facile  de  conclure 

x  =  xm.  {cos. S. sin. 4- •sin.  9  + cos. 4 «cos. <p} 

+yIM  •  { cos.  9 .  sin.  4 .  cos.  <p — cos.  4  •  sin.  ç> }  +  *w .  sin.  9 .  sin.  4  ; 

y  =     .  { cos.  9 .  cos. 4 .  sin.?  —  sin.  4 •  cos.  <p } 

+Xy/  •  {  cos. 9  • cos.  4  •  cos.  <p  +  sin.  4  •  sin.  <p  }  +  zai .  sin.  9 .  cos.  4/ 

z  =  sm .  cos.  9  —     .  sin.  9 .  cos.  <p — xln .  sin.  9 .  sin.  9. 

En  multipliant  ces  valeurs  de  x,y,  z,  respectivement  par  les  coefii- 
ciens  de  xlu  dans  ces  valeurs  ;  on  aura  en  les  ajoutant, 

xltl=ix.  {cos. 9. sin. 4  .sin.  p  +  cos. 4 .cos.?} 

+y.  {cos.  9. cos. 4. sin.  p — sin.  4-cos.  ?} — «.sin.  9. sin.  <p. 

En  multipliant  pareillement  les  valeurs  dex ,  y,  z,  respectivement 
par  les  coefficiens  de yul  dans  ces  valeurs ,  et  ensuite ,  par  les  coeffi- 
ciens  de  zlu  y  on  aura 

ylu  =  x.  {cos. 9. sin. 4. cos.?  —  cos. 4 -sin.  ©} 

+  y.  {cos.  9. cos. 4 «cos.  p  +  sin.  4 «sin.  ?>}  —  «.sin.  9. cos.  4* 

Mai  —  x .  sin.  9 .  sin.  4  •  +  y  •  sin.  9 .  cos.  4  +  « •  cos.  9. 

Ces  diverses  transformations  des  coordonnées  nous  seront  très- 
utiles  dans  la  suite.  En  marquant  d'un  trait  en  haut ,  de  deux 
traits ,  &c. ,  les  coordonnées  x }  y,  z,  x//t,  y0l,  xltli  on  aura  les  coor- 
données correspondantes  aux  corps  m',  m",  &c. 

De-là,  il  est  facile  de  conclure  ,  en  substituant  c ,  c',  c",  au  lieu 
_  (xdy — ydx)  (xdz  —  zdx)  (ydz — zdy) 

deS./rc.- — — tt  S.jw.i  S.m.^ — 5  — , 

dt  1  dt         '  dt 

H  3 
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2  m  if^l^I^f^-==c. cos. c'.  sin.  9.  cos  4  +  c".  sin.  9.  sin.  4; 

dt 

{^■dz^  —  z^.dx,,,}  =  c. _ sin j # cos  ?  +  c' .  | Sin.4 . sin. 9  +  cos. 9 . cos. 4 . cos.  p } 

+  c".  (cos.4-sin.ip  —  cos.9.sin.4.cos. p}  ; 
{y„,-dz»  —  z.,rdy,n}  __Ci  SU1. g , sin-(p +c' .  { sin.4. cos.?— cos.9 . cos-4 • sin. <p } 

+  c" .  {  cos.  4 •  cos .  p  +  cos.  9 .  sin.  4  •  sin.  ?  }  • 
Si  l'on  détermine  4  et  9  de  manière  que  l'on  ait 

t 


S'm-  dt 


X.m. 

dt 


sin.  9. sin.  4  =  -— ^L=r  ;  sin.  9 . cos. 4  =  -   j==J 

ce  qui  donne 

cos.  9  —  _  i 

V/V+c,!1  +  c"a 

on  anra 

les  valeurs  de  c',  et  de  c"  sont  donc  nulles  par  rapport  au  plan 

des  xm  et  des  ym  déterminé  de  cette  manière.  Il  n'existe  qu'un 

seul  plan  qui  puisse  de  cette  propriété  ;  car  en  supposant  qu'il  soit 

celui  des  x  et  des  y  ;  on  aura 

{x„rdz„  —  zln.dxnl}  .  g 

s  .m.  —  ;   c  '  sin.  » .  cos.  <p  , 

d  t 

x  m   {y,„  -d*.,,-      - dy,u }  =  _  c ^  ^  fl ^ sin- 

En  égalant  ces  deux  fonctions  à  zéro  ,  on  aura ,  sin.  9  =  o  ;  c'est- 
à-dire  que  le  plan  des  xul  et  des  ym  coincide  alors  ,  avec  celui 
des  x  et  des  y. 

La  valeur  de   x.™.    {      '  dy"'~^  i   étant  égale  à 

vV  +  c'  +  c"2,  quel  que  soit  le  plan  des  x  et  des  y,-  il  en  résulte  que 
la  quantité  c*+  c'*  +  c"%  est  la  même  ,  quel  que  soit  ce  plan ,  et  que 
le  plan  des  xui  et  des  ym  déterminé  par  ce  qui  précède,  est  celui 
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relativement  auquel  la  fonction  s:t».   rff  est  ld 

plus  grande;  le  pan  dont  il  s'agit,  jouit  donc  de  ces  propriétés 
remarquables,  savoir,  i°.  que  la  somme  des  aires  tracées  parles 
projections  des  rayons  vecteurs  des  corps ,  et  multipliées  respec- 
tivement par  leurs  masses  ,  y  est  la  plus  grande  possible;  20.  que 
la  même  somme ,  relativement  à  un  plan  quelconque  qui  lui  est 
perpendiculaire,  est  nulle,  puisque  l'angle  <p  reste  indéterminé. 
On  pourra ,  au  moyen  de  ces  propriétés  ,  retrouver  ce  plan ,  à  un 
instant  quelconque ,  quelles  quesoient  les  variations  survenues  par 
l'action  mutuelle  des  corps ,  dans  leur  position  respective;  de  même 
que  l'on  peut  facilement  retrouver  dans  tous  les  temps  ,  la  position 
du  centre  de  gravité  du  système  ;  et  par  cette  raison,  il  est  aussi 
naturel  de  rapporter  à  ce  plan,  les  *  et  les  y,  que  de  rapporter 
au  centre  de  gravité ,  l'origine  des  coordonnées. 

22.  Les  principes  de  la  conservation  des  forces  vives  et  des 
aires  ont  encore  lieu,  en  supposant  à  l'origine  des  coordonnées, 
un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  dans  l'espace.  Pour  le  dé- 
montrer, nommons  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  cette  origine 
supposée  mobile ,  par  rapport  à  un  point  fixe ,  et  supposons , 
x  ~  X+x,  ;     y  =  Y+yl  ;     z  =  Z  +  zt  ; 
x'=X+*:;    y'^Y-Yy!  ;  z'=*Z+Zl'; 
&c. 

x, ,  y,,       x',  &c.  seront  les  coordonnées  de  m,  m ,  &c,  relati- 
vement à  l'origine  mobile.  On  aura  par  l'hypothèse , 
ddX=o  ;      ddY=o  ;     ddZ  =  ô  ; 
mais  on  a  par  la  nature  du  centre  de  gravité  ,  lorsque  le  système 
est  libre, 

o  =  s. m.  {ddx  +  ddx,}  — z.m.P.df  ; 
o  =  x'.m.  {ddy  +  ddy,}  —v.m.Q.dt*; 
o  =  2. m.  {ddz  +  ddz,}  — z.m.JR.dt*  ; 

l'équation  (P)  du  n°.  18  deviendra  ainsi,  en  y  substituant         fx, , 
£Y  +  tyt,  &c. ,  au  lieu  de  £x ,  £y ,  ,&c.  ; 

(ddx,     „1  „      (ddv,      _1  „  .  \ddz, 

o^m.^xlJ^-P^mayr^-QYv^m.niJx-IF-R 

équation  exactement  de  la  même  forme  que  l'équation  (P) ,  si  les 
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forces  P,  Q,  R,  ne  dépendent  que  des  coordonnées  »„^„«,, 
&c.  En  lui  appliquant  doue  l'analyse  précédente  ,  on  en  tirera 
les  principes  de  la  conservation  des  forces  vives  et  des  aires ,  par 
rapport  à  l'origine  mobile  des  coordonnées. 

Si  le  système  n'éprouve  point  l'action  de  forces  étrangères  ,  son 
centre  de  gravité  aura  un  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
dans  l'espace,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  20  ;  en  fixant  donc  à  ce 
centre ,  l'origine  des  coordonnées  x,  y,  z ,  ces  principes  subsis- 
teront toujours.  X,  Y,  Z,  étant  alors  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  ;  on  aura  par  la  nature  de  ce  point , 

o  —  ^.m.x,  ;     o  —  ^.m.y,  ;     o  =  z.m.zl  ; 
ce  qui  donne 

(xdy  —  ydx)      (XdY-YdX)  ,  (x,dyt—yidxt) 

s.m.-  y-TZ  =  "77  .s.m  +  x.ro.  -j-  ; 

dt  dt  at 

(dx'+dy'+dz,*)     (dX*+dY>+dZ*)  (dx,'+dy*+dz,,*) 
*'m'  Û  =  d?  z.m+s.w,  ^7—  » 

ainsi  les  quantités  résultantes  des  principes  précédens  ,  se  compo- 
sent ,  i°.  des  quantités  qui  auraient  lieu  ,  si  tous  les  corps  du  sys- 
tème étoient  réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité  ;  20.  des 
quantités  relatives  au  centre  de  gravité  supposé  immobile  ;  et 
comme  les  premières  de  ces  quantités  sont  constantes ,  on  voit 
la  raison  pour  laquelle  les  principes  dont  il  s'agit ,  ont  lieu  par 
rapport  au  centre  de  gravité.  En  fixant  donc  à  ce  point ,  l'origine 
des  coordonnées  x,y,  z,  x',  &c. ,  des  équations  (Z)  du  n°.  pré- 
cédent ,  elles  subsisteront  toujours  ;  d'où  il  résulte  que  le  plan 
passant  constamment  par  ce  centre,  et  relativement  auquel  la  fonc- 
tion s.  m.  (xdy~ydx)  est  un  maximum ,  reste  toujours  parallèle  à 
dt 

lui-même ,  pendant  le  mouvement  du  système  ,  et  que  la  même 
fonction  relative  à  tout  autre  plan  qui  lui  est  perpendiculaire ,  est 
nulle. 

Les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  des  forces  vives, 
peuvent  se  réduire  à  des  relations  entre  les  coordonnées  des  dis- 
tances mutuelles  des  corps  du  système.  En  effet,  l'origine  des  x, 
des  y  ,  et  des  z  ,  étant  toujours  supposée  au  centre  de  gravité  ;  les 
équations  (Z)  du  n°.  précédent ,  peuvent  être  mises  sous  la  forme 
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c'.z.m  =  ~z.mm! .  | 


dt 

—  X).(dz' 

—  dz)  —  (z'- 

—  z).(  dx'  —  dx) 

dt 

-y)  ■(<**' 

—  dz)  —  (z' 

-z).(dy'-dy) 

,  r  f x'— .  c d  2'— — (V — *; .  (dx'  —  d  x  n 


dt  y 

On  peut  observer  que  les  seconds  membres  de  ces  équations  mul- 
tipliées par  dt ,  expriment  la  somme  des  projections  des  aires 
élémentaires  tracées  par  chaque  droite  qui  joint  deux  corps  du 
système ,  dont  l'un  est  supposé  se  mouvoir  autour  de  l'autre  con- 
sidéré comme  immobile ,  chaque  aire  étant  multipliée  par  le  pro- 
duit des  deux  masses  que  joint  la  droite. 

Si  l'on  applique  aux  équations  précédentes  ,  l'analyse  du  n°.  21 , 
on  verra  que  le  plan  passant  constamment  par  l'un  quelconque 
des  corps  du  système  ,   et  relativement  auquel  la  fonction 

,    f  (x'-  x) .  (df-  dy)  -  (y' -y) .  (d  x'-  dx)  ) 

2.  mm  .  {  —  :  !•  est  un  maximum, 

\  dt  J 

reste  toujours  parallèle  à  lui-même  ,  dans  le  mouvement  du  sys- 
tème ,  et  que  ce  plan  est  parallèle  au  plan  passant  par  le  centre  de 

.  ,            _    (                         ,  .,    „                        (xdy — ydx) 
gravite  ,  et  relativement  auquel  la  Jonction  s .  m .         ^t   est 

un  maximum.  On  verra  encore  que  les  seconds  membres  des  équa- 
tions précédentes  sont  nuls  relativement  à  tout  plan  passant  par  le 
même  corps ,  et  perpendiculaire  au  plan  dont  il  s'agit. 
L'équation  Q  du  n°.  19 ,  peut  être  mise  sous  la  forme 


.mm 


•  |  y-  ^  =  const.  —  2-z.m.z.fmm  .Fdf; 


équation  relative  aux  seules  coordonnées  des  distances  mutuelles 
des  corps ,  et  dans  laquelle  le  premier  membre  exprime  la  somme 
des  quarrés  des  vitesses  relatives  des  corps  du  système  les  uns 
autour  des  autres,  en  les  considérant  deux  à  deux,  et  en  suppo- 
sant l'un  des  deux,  immobile,  chaque  quarré  étant  multiplié  par 
le  produit  des  deux  masses  que  l'on  considère. 

l"ô.  Reprenons  l'équation  (iî)dun0.  19;  en  la  différentiant 
par  rapport  à  la  caractéristique  <f ,  on  aura 

z.mv.ïv  —  ?..m.(P  .£x-\-  Q.  Jy+.i?.  £z)  ; 
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l'équation  (  P  )  du  n°.  18  devient  ainsi , 

Soit  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  m  ;  ds'  l'élément  de  la 
courbe  décrite  par  m,  &c.;  on  aura 

vdt=ds  ;      v'dt—ds'i  &c. 
ds  =  \/  d~x*  +  dy*  +  dz*  ,■  &c. 
d'où  l'on  tirera,  en  suivant  l'analyse  du  n°.  8  , 

x.m.ï.(i>ds)=z.m.d,  jj-  • 

En  intégrant,  par  rapport  à  la  caractéristique  différentielle  d,  et 
en  étendant  les  intégrales ,  aux  courbes  entières  décrites  par  les 
corps  m,  m',  &c. ,  on  aura  '{^is  +  dy.ly+dz.t*) 

x.  S-.fîtivds    constante + s.  rrf.  j~t  > 

les  variations  ts,-*ff,*x,  &c. ,  étant ,  ainsi  que  1a  constante  du 
second  membre  de  cette  équation  ,  relatives  aux  points  extrêmes 
des  courbes  décrites  par  m ,  m',  &c. 

Il  suit  de  là ,  que  si  ces  points  sont  supposés  invariables ,  on  a 

o  =  s . «P./ mv  ds  -y 
c'est-à-dire  que  la  fonction  v.fmvds  est  un  minimum.  C'est  en 
cela  que  consiste  le  principe  de  la  moindre  action,  dans  le  mouve- 
ment d'un  système  de  corps  ;  principe  qui ,  comme  1  on  voit  n  est 
qu'un  résultat  mathématique  des  loix  primordiales  de  1  équilibre 
et  du  mouvement  de  la  matière.  On  voit  en  même  temps  que  ce 
principe  combiné  avec  celui  des  forces  vives ,  donne  équation  (P) 
du  n°  18  ,  qui  renferme  tout  ce  qui  est  nécessaire  a  la  détermina- 
tion des  mouvemens  du  système.  Enfin,  on  voit  par  le  n°.  ^ 
que  ce  principe  a  lieu  encore ,  quand  l'origine  des  coordonnées  est 
mobile,  pourvu  que  son  mouvement  soit  rectiligne  et  uniforme, 
et  que  le  système  soit  libre. 
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CHAPITRE  VI. 

Des  loix  du  mouvement  d'un  système  de  corps  ,  dans  toutes 
les  relations  mathématiquement  possibles  entre  la  force 
et  la  vitesse. 

ous  avons  observé  dans  le  n°.  5,  qu'il  y  a  une  infinité 
de  manières  d'exprimer  la  force  par  la  vitesse ,  qui  n'impliquent 
point  contradiction.  La  plus  simple  de  toutes ,  est  celle  de  la  force 
proportionnelle  à  la  vitesse,  et  nous  avons  vu  qu'elle  est  la  loi  de  la 
nature.  C'est  d'après  cette  loi,  que  nous  avons  exposé  dans  le  chapitre 
précédent,  les  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  corps  ;  mais  il  est  facile  d'étendre  l'analyse  dont  nous  avons  fait 
usage,  à  toutes  les  loix  mathématiquement  possibles  entre  la  vitesse 
et  la  force,  et  de  présenter  ainsi ,  sous  un  nouveau  point  de  vue ,  les 
principes  généraux  du  mouvement.  Pour  cela ,  supposons  que  F 
étant  la  force ,  et  v  la  vitesse ,  on  ait  F=  <?  (v)  ;  <p  (v)  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  v  :  désignons  par  <p'(v)  ,  la  différence  de  <p  (v) 
divisée  par  dv.  Les  dénominations  des  nos.  précédens ,  subsistant 
toujours  ,  le  corps  m  sera  animé  parallèlement  à  l'axe  des  x,  de  la 

force  <p(>;.^.Dans  l'instant  suivant,  cette  force  deviendra 
as 

d-c  /  dx\  dx  /§(v)  dx\ 

77+d'  (*  (v)"d7)  '  ou  *  (p)'-d7+  d-xV-Tt}  Parceque 

^1=  v.  Maintenant,  P,  Q,  i?,  étantles  forces  qui  animent  le  corps  m, 
parallèlement  aux  axes  des  coordonnées  ;  le  système  sera ,  par  le 
n°.  18,  en  équilibre,  en  vertu  de  ces  forces  et  des  différentielles 

*•(!;  ,Jr)>  <t/~)<  f*>  —  - 

contraire  ;  on  aura  donc ,  au  lieu  de  l'équation  (F)  du  même  n°. 
celle-"  ci  * 

,^,{,.(£.^)_™> +,,{,(|.^)-QiI) }m 

Mécan.  cél.  Tome  I.  I 
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qui  n'en  diffère  qu'en  ce  que  £  ,  |  ,  |3  y  sont  multipliés  par- 
la fonction  —  ,  qui  dans  le  cas  de  la  force  proportionnelle  à  la 
■vitesse ,  peut  être  supposée  égale  à  l'unité.  Mais  cette  différence 
rend  très-difficile,  la  solution  des  problêmes  de  mécanique.  Cepen- 
dant, on  peut  tirer  de  l'équation  (S) ,  des  principes  analogues  à 
ceux  de  la  conservation  des  forces  vives  ,  des  aires  et  du  centre  de 
gravité. 

'  Si  l'on  change  Sx  en  dx ,  Sy  en  dy ,  Sz  en  dz ,  &c. ,  on  aura 

et  par  conséquent 

x  ./m  vdv.  <p'(v)  =  constante  +  s  fm .  (Fdx  +  Qdy  +  Rdz). 
En  supposant  s.  m  (Pdx+  Qdy  +  Hdz) ,  une  différentielle  exacte 
égale  à  d* ,  on  aura 

s  ./m  vdp.ç'(v)=  constante  +  a  ;  (  T) 
équation  analogue  à  l'équation  (A)  du  n°.  19 ,  et  qui  se  change  en 
elle  ,  dans  le  cas  de  la  nature  où  9'(v)  =  u  Le  principe  de  la  con- 
servation des  forces  vives  a  donc  lieu  dans  toutes  les  loix  mathé- 
matiquement possibles  entre  la  force  et  la  vitesse ,  pourvu  que 
l'on  entende  par  force  vive  d'un  corps  ,  le  produit  de  sa  masse 
par  le  double  de  l'intégrale  de  sa  vitesse  multipliée  par  la  différen- 
tielle de  la  fonction  de  la  vitesse  qui  exprime  la  force. 

Si  l'on  fait ,  dans  l'équation  (  S) ,  Sx'  =  Sx  +  Sx,';  t/~  «ty  +  ty'y 
Sz'=  fz  +  Szf;  Sx"—  Sx  +  Sx";  &c.  ;  on  aura,  en  égalant  séparé- 
ment à  zéro ,  les  coefficiens  de  Sx ,  Sy,  Sz , 

o  =  S.mf,.(-^)-P^]io  =  ^.{<i.(|.^)-H'- 

Ces  trois  équations  sont  analogues  à  celles  du  n°.  20 ,  d'où  nous 
avons  conclu  la  conservation  du  mouvement  du  centre  de  gra- 
vité ,  dans  le  cas  de  la  nature ,  lorsque  le  système  n'est  assujéti  à 
d'autres  forces  qu'à  l'action  et  à  l'attraction  mutuelle  des  corps  du 
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système.  Dans  ce  cas ,  2 . m  P ,  2 . m  Q  ,  'z.mR  sont  nuls ,  et  l'on  a 

dr    s(v)  dy  <a(v) 

constante  =  2.  w  -  -.          ;      constante  =  2.771.  —  .  - — -  ; 

A       v  dt  v 

dz  $(v) 

constante  ~x.m.  —  .  -. 

dt  v 

dx  ç(v)        ,       ,  dx 
m.—. — -  est  égal  a  m<p(v).—  ,  et  cette  dernière  quantité  est  la 

force  finie  du  corps ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x  ;  la 
force  d'un  corps  étant  le  produit  de  sa  masse  par  la  fonction  de  la 
vitesse  qui  exprime  la  force.  Ainsi  la  somme  des  forces  finies  du 
système ,  décomposées  parallèlement  à  un  axe  quelconque ,  est  alors 
constante ,  quel  que  soit  le  rapport  de  la  force  à  la  vitesse  ;  et  ce 
qui  distingue  l'état  du  mouvement  de  celui  du  repos,  est  que 
dans  ce  dernier  état ,  cette  même  somme  est  nulle.  Ces  résultats 
sont  communs  à  toutes  les  loix  mathématiquement  possibles  entre 
la  force  et  la  vitesse  ;  mais  ce  n'est  que  dans  la  loi  de  la  nature  , 
que  le  centre  de  gravité  se  meut  d'un  mouvement  rectiligne  et 
uniforme. 

Supposons  encore  dans  l'équation  (S) , 
„  ,     y'.S~x       '  ,  „      y". .Ta- 

y  y 

—  xS'x  .      — x'.^x  , 

*y  =  —-+fy,  ;    «*>'  =  — - — +*?fj  &c. 

la  variation  $x  disparoîtra  des  variations  des  distances  mutuelles 
f,  f ,  &c.  des  corps  du  système,  et  des  forces  qui  dépendent  de 
ces  quantités.  Si  le  système  est  libre  d'obstacles  étrangers ,  on  aura, 
en  égalant  à  zéro ,  le  coefficien  t  de  fx , 

>  =  x.m.^x.d.(^.^^-j.d.(^.^^  +  ^.m.{Py— Qx}.dt; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

fxdy — ydx\  <p(v)         .      yn        A    .  ., 
c  =  2.772.(  -JL-~- — \.--^-\--z.fm.(Py ■—  Qx) .dt. 

On  aura  pareillement, 

,               fxdz —  zdx\    <p(v)  _  _ 

c'=z.m.l  —  \.-^-+x.fm.(Pz  —  Rx).dt; 

„  (v  dz  —  z  d  v\    œ  (v  ) 

c"=2.777.K — jt—U  ~  +  ^.fm.(Qz—Ry).dts 
c,  c',  c"  étant  des  constantes  arbitraires. 

I  2 
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Si  le  système  n'est  soumis  qu'à  l'action  mutuelle  de  ses  parties, 
on  a,  parle  n".  21,  7..m.(Py— Qx)  =o  ;  z.m.(Pz-Rx)  =  o  ; 

(    dv         dx\    l(v)     .  , 
?.m.(Qz— Ry)  =  o  ;  d'ailleurs  ,  m  \x.  -  -  •  -   ■  «-  -  ie 

moment  de  la  force  finie  dont  le  corps  m  est  animé,  décomposée 
parallèlement  au  plan  des  *  et  des  y,  pour  faire  tourner  le  système 

/  xdy  —  y  dx\  q(v) 
autour  de  l'axe  des  z  ;  l'intégrale  finie  ï.m«  ^  ^ 

donc  la  somme  des  momens  de  toutes  les  forces  finies  des  corps 
du  système,  pour  le  faire  tourner  autour  du  même  axe;  cette 
somme  est  par  conséquent  constante.  Elle  est  nulle  dans  l'état 
d'équilibre  ;  il  y  a  donc  ici  la  même  différence  entre  ces  deux  états , 
que  relativement  à  la  somme  des  forces  parallèles  à  un  axe  quel- 
conque. Dans  la  loi  de  la  nature ,  cette  propriété  indique  que  la 
somme  des  aires  décrites  autour  d'un  point  fixe ,  par  les  projetions 
des  rayons  vecteurs  des  corps  ,  est  toujours  la  même  en  temps  égal  ; 
mais  cette  constance  des  aires  décrites  n'a  point  lieu  dans  d'autres 
loix. 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  <P,  la  fonction 
■z.fm.ip(v).ds;  on  aura 

«T.  s  .fm .  ?  (v) .  ds  =  x  .fm .  ?  (  v) .  £ds  +•  s  .fm  Av.<p'(i>)«ds  } 


mais  on  a 


6as —  ds  v    [dt  dt  dt  ) 

on  aura  donc,  en  intégrant  par  parties  , 


mef (v) 

J'.x.fm.<p(p).ds—'z.  


(  dt  dt     J      dt  ) 


4-  ■z.fm.ïv.q  (v).ds. 

Les  points  extrêmes  des  courbes  décrites  par  les  corps  du  système, 
étant  supposés  fixes ,  le  terme  hors  du  signe  /,  disparoît  dans 
cette  équation  ;  on  aura  donc  ,  en  vertu  de  l'équation  (S), 
S.x.fm.  s(v)ds  =  s  .fm.  Sv .  j(v) .  ds—z  .findt.  (Pte  +  Qfy  +  R**) 
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mais  l'équation  (  T)  différentiée  par  rapport  à  <T,  donne 

x;fm;f4>.<p'(p)       =-z.fmdt.(P  Ïx+Qty  +  Kfz)  ; 

o  ==  «T.  s  tf m  .ç(p).  ds. 

Cette  équation  répond  au  principe  de  la  moindre  action  dans  la 
loi  de  la  nature,  m.tp(p)  est  la  force  entière  du  corps  m )  ainsi  ce 
principe  revient  à  ce  que  la  somme  des  intégrales  des  forces  finies 
des  corps  du  système,  multipliées  respectivement  par  les  élémens 
de  leurs  directions  ,  est  un  minimum  :  présenté  de  cette  manière , 
il  convient  à  toutes  les  loix  mathématiquement  possibles  entre  la 
force  et  la  vitesse.  Dans  l'état  de  l'équilibre ,  la  somme  des  forces 
multipliées  par  les  élémens  de  leurs  directions  est  nulle,  en  vertu 
du  principe  des  vitesses  virtuelles;  ce  qui  distingue  donc  à  cet 
égard,  l'état  d'équilibre,  de  celui  du  mouvement ,  est  que  la  môme 
fonction  différentielle,  qui  est  nulle  dans  l'état  d'équilibre,  donne, 
étant  intégrée,  un  minimum  dans  l'état  de  mouvement. 
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CHAPITRE  VIL 

Des  mouvement  d'un  corps  solide  de  figure  quelconque. 

1§.  Les  équations  différentielles  des mouvemens  de  translation 
et  de  rotation  d'un  corps  solide ,  peuvent  se  déduire  facilement  de 
celles  que  nous  avons  développées  dans  le  Chapitre  V  ;  mais  leur 
importance  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  nous  engage  à 
les  développer  avec  étendue. 

Imaginons  un  corps  solide  dont  toutes  les  parties  soient  sollici- 
tées par  des  forces  quelconques.  Nommons  x  ,  y,  z,  les  coordon- 
nées orthogonales  de  son  centre  de  gravité;  x  +  x',  y+y',  z  +  z' , 
les  coordonnées  d'une  molécule  quelconque  dm  du  corps,  en  sorte 
que  ce',  y',  z'  soient  les  coordonnées  de  cette  molécule  ,  rapportées 
au  centre  de  gravité  du  corps.  Soient  de  plus  P ,  Q ,  R ,  les  forces 
qui  sollicitent  la  molécule  ,  parallèlement  aux  axes  des  x ,  des  y 
et  des  z.  Les  forces  détruites  à  chaque  instant  dans  la  molécule  dm, 
parallèlement  à  ces  axes,  seront  par  le  n°.  18,  en  considérant  l'élé- 
ment dt ,  du  temps  ,  comme  constant , 

/  ddx  +  ddx'\  , 
—  V  d~t  J'dm  +  Jr.at.am  ; 

—(ddy  \^Ay  ^-dm+  Q.dt.dm; 

(  ddzA-  ddz'\     ,         „    ,  , 

— (  ).dm  +  R.dt.dm. 

\       dt  J 

Il  faut  donc  que  toutes  les  molécules  animées  de  forces  sembla- 
bles,  se  fassent  mutuellement  équilibre.  On  a  vu  dans  le  n°.  i5, 
que  pour  cela ,  il  est  nécessaire  que  la  somme  des  forces  paral- 
lèles au  même  axe ,  soit  nulle  ;  ce  qui  donne  les  trois  équations 
suivantes  : 
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(ddx+ddx'\ 
o.  ;  ].dm=S.Fdm  ; 

:  d  dy  -(-  ddy'  \ 

*"  l  )' dm  =  S.Qdm  ; 

(  ddz+  ddz'\ 

o.   ;  ).dm  =  S.Rdm  ; 

V      de      J  ' 

la  lettre  S  étant  ici ,  un  signe  intégral ,  relatif  à  la  molécule  dm , 
et  qui  doit  s'étendre  à  la  masse  entière  du  corps.  Les  variables 
x ,  y,  z ,  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  ;  on  peut  donc 
les  faire  sortir  hors  du  signe  S  ;  ainsi  en  désignant  par  m  la  masse 
du  corps ,  on  aura 

o  ddx  ddx  ddy  ddy         „  ddz    ,  ddz 

de  de  de  de  de  de 

On  a  de  plus  ,  par  la  nature  du  centre  de  gravité  , 

S.x'.dm  —  o  ;  S.j'.dm  =  o  5  S  .z  .dm  =  0  ; 
partant 

ddx'  ddy  ddz 

S.—.dm  =  o  ;  S.  —  .dm=o  ;  S.  —  .dm  =  o  ; 

on  aura  donc 

ddx 

m.~- — =  S.Pdm  ; 

de 

ddz 

m.——  —  S.Rdm. 

de 

ces  trois  équations  déterminent  le  mouvement  du  centre  de  gravité 
du  corps;  elles  répondent  aux  équations  du  n°.  20,  relatives  au 
mouvement  du  centre  de  gravité  d'un  système  de  corps. 

On  a  vu  dans  le  n°.  i5 ,  que  pour  l'équilibre  d'un  corps  solide , 
la  somme  des  forces  parallèles  à  l'axe  des  x  ,  multipliées  respecti- 
vement par  leurs  distances  à  l'axe  des  z ,  moins  la  somme  des 
forces  parallèles  à  l'axe  desj,  multipliées  par  leurs  distances  à  l'axe 
des  z  ,  est  égale  à  zéro  ;  on  aura  ainsi  : 

=  S.{(x  +  x')Q-(y+/).P}.dm;  (1) 
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S.(x.ddy — yddx).dm  =  m.(xdi.";'  —y ddx)  ; 

on  a  pareillement 

S.(Qx  —  Py).dm—x.fQdm—y.fPdm; 

enfin  on  a 

S.  { x'ddy  +  xddy'—y'ddx—yddx' }.dm  =  ddy .  S .  x'dm—ddx .  Sy'dm 

+  x.S.ddy .dm — y.S.ddx' .dm  ; 
et  par  la  nature  du  centre  de  gravité ,  chacun  des  termes  du  second 
membre  de  cette  équation  ,  est  nul;  l'équation  (1)  deviendra  donc , 
en  vertu  des  équations  (  *d  ) , 

S.  p^*ff)  .dm=S.  (Qx1—  Py')  ..dm; 
en  intégrant  cette  équation  par  rapport  au  temps  t,  on  aura 
S.^'dy'~y'dxydm=  S.f(Qx'-Py').dt.dm; 

le  signe  intégral  /  se  rapportant  au  temps  t. 
De-là  il  est  facile  de  conclure  que  si  l'on  fait , 

S.f(Qx'  —  Py').dt.dm  =  N; 

S.ffR  x'-*Pz').dt.dm  =  N'; 

S.f(R  y'  —  Qz').dt.dm  =  N"; 
on  aura  les  trois  équations  suivantes  : 


dt 

x'dz 

—  zdx' 

dt 

y'dz 

-z'dy' 

dt 

,dm  =  N"i 


ces  trois  équations  renferment  Le  principe  de  la  conservation  des 
ajires  ;  elles  suffisent  pour  déterminer  le  mouvement  de  rotation  du 
corps  ,  autour  de  son  centre  de  gravité;  réunies  aux  équations  {A) , 
elles  déterminent  complètement  les  mouvemens  de  translation  et 
de  rotation  du  corps. 

Si  le  corps  est  assujéti  à  tourner  autour  d'un  pointfixe  ;  il  résulte 

du 
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du  n°.  i5,  que  les  équations  (B)  suffisent  pour  cet  objet  ;  mais 
alors  ,  il  faut  fixer  à  ce  point,  l'origine  des  coordonnées  x',y',  z . 

1  '  i3  partictrlifireiaent ces  équations  ,  en  supposant 
cette  origine  fixe  à  un  point  quelconque  différent  ou  non,  du 
centre  de  gravité.  Rapportons  la  position  de  chaque  molécule,  à 
trois  axes  perpendiculaires  entre  eux ,  fixes  dans  le  corps,  mais 
mobiles  dansl'espace.  Soit  9  l'inclinaison  du  plan  formé  par  les  deux 
premiers  axes ,  sur  le  plan  des  x  et  des  y  ;  soit  p  l'angle  formé  par 
la  ligne  d'intersection  de  ces  deux  plans  et  par  le  premier  axe; 
enfin,  soit  4  l'angle  que  fait  avec  l'axe  des  x,  la  projection  du 
troisième  axe  sur  le  plan  des  x  et  desy.  Nous  nommerons  axes  prin- 
cipaux ,  ces  trois  nouveaux  axes  ,  et  nous  désignerons  par  x",  y" 
et  z",  les  trois  coordonnées  de  la  molécule  dm ,  rapportées  ,  à  ces 
axes  ;  on  aura  par  le  numéro  a  1 , 

x'=  x".  {cos. 9.  sin.  4  •  sin.  <p  + cos.  4  «cos. <p} 

+y" .  {cos.  9.  sin.  4-  cos.  tp — cos.  4 -sin.  <j>}  +  3".  sin.  9.  sin.  4  ; 
y'—  x".  {cos.  8.  cos.  4- sin. p — sin. 4 -cos.  <p} 

+y".  { cos. 9. cos. 4» cos. ?  +  sin. 4 -sin.?}  +  z". sin. 9. cos. 4; 
z  =  z".  cos.  9  —  y",  sin.  8 .  cos.  <p  —  x".  sin.  9 .  sin.  <p. 

Au  moyen  de  ces  équations ,  on  pourra  développer  les  premiers 
membres  des  équations  (B)  en  fonctions  de  9  ,  4  et  <p ,  et  de  leurs 
différentielles.  Mais  on  simplifiera  considérablement  le  calcul ,  en 
observant  que  la  position  des  trois  axes  principaux  dépend  de 
trois  arbitraires  que  l'on  peut  toujours  déterminer  de  manière  à 
satisfaire  aux  trois  équations 

S.  x" y"  .dm  =  03    $.  x"  z"  .dm  =  o  ■    S  .y"  z"  .dm  ~  o. 

Soit  alors 

S.(y"*  +  z">).dm  =  .<4  ;      S.  (x"*  +       .d m  =  B  y 

S.(x"*+y*).dm  =  C  i 

et  faisons  pour  abréger, 

d  <p  —  d4- cos.  9  —p  dt  ; 

e?4»sin.  9. sin.  <p — c?9. cos.  p  =  qdt ; 

t/4-sin.  9. cos.  <p-\-d  9. sin.  <p  —  rdt, 
Mécan.  cj'ix,.  Tome  I.  K. 
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Les  équations  (  B  )  se  cliangeront  après  toutes  les  réductions ,  dans 

les  trois  suivantes  : 

A. q . sin.  9 .  sin. ç-\-Br. sin.  9 .  cos.  ?  —  Cp.  cos. 

cos.4.  {-^q.cos.  9. sin.  tp-{-Br. cos.  9.cos.?-(- Cp.sin.9  j  t 

+  sin.4-  {.Br.  sin.  p —  Aq.cos.q>}  = —  N"  j  Y>\™, 
cos. 4-  {-S r.sin. 9 — Aq.cos.ç}  V 
— sin.4 •  { *dq •  cos.9 .  sin.?  +  Br.  cos.9 .  cos.? -f-  Cp .  sin.9 }  = — N"  ) 

ces  trois  équations  donnent ,  en  les  différentiant  et  en  supposant 
4  =  o,  après  les  différentiations ,  ce  qui  revient  à  prendre  l'axe 
des  x',  infiniment  près  de  la  ligne  d'intersection  du  plan  des  x  et 
des  y',  avec  celui  des  x"  et  àesy" , 

dLcosJ.  (Br. cos.cp  + A  q.sin.<p)  +  sin.Q. d.(Br. cos.  ?  +  Aq.sin.<t>) 

—  d.  (Cp .  cos.  9;  ==  —  dN  s 

(74.  (Br. sin.<p—  Aq.  cos?;  —  d9.  sin.9 .  (Br. cos.  ?  +  A  q  .  sin.  ?; 

+  cos.  9 .  cZ.  C Br.  cos.  ?  +  Aq.sin.  ?;  -|-  g?,  f  Cp .  sin.  9;  =—dN  ; 
d.  (B r.sin.  <p  —  Aq.cos.  <p)  —  é?4.G0S.  9.  (Br. cos.f  +  Aq.sin.<p) 

—  Cpdl.sin.Q=  —  dN". 

Si  l'on  fait 

Cp=p'  ;      Aq^q'  ;      Br  =  r'  ; 
ces  trois  équations  différentielles  donnent  les  suivantes  : 

S'  +  (_^Z^ .  jy .  dt = dN .  cos.  9  —  dN1 .  sin.  9  ^ 

f/?'  +  ^Zi} .  p^";^  —  (-rf  JV.  sin.  S  +  dN'.  cos.  f1; .  siri.pj 

+  dN".  cos.  <p  ; 

cjr>  +  (A~ç) 'P'q  •  dt  ==  —  (dN.  sin.  9  +  dN'.  cos.  fl; .  cos.  f  ! 

—  dJV".sin.  ?. 

ces  équations  sont  très-commodes  pour  déterminer  le  mouvement 
de  rotation  d'un  corps ,  lorsqu'il  tourne  à  fort  peu  près  autour  de 
l'un  des  axes  principaux ,  ce  qui  est  le  cas  des  corps  célestes. 

2<7.  Les  trois  axes  principaux  auxquels  nous  venons  de  rap- 
porter les  angles  9 ,  4  et  ? ,  méritent  une  attention  particulière  ; 
nous  allons  déterminer  leur  position  dans  un  solide  quelconque. 
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Les  valeurs  de  x',y,  z  du  n°.  précédent,  donnent,  par  le  n°.  21 , 

les  suivant  : 

a  —x  .(eu  mïj.  4.sin.?  +  cos.4.cos.  p) 

+y' .  (cos.  9 .  cos.  4 .  sin .  ?  —  sin.  4 .  cos.  p)  —  z' .  sin.  9 .  sin .  ç>  ; 
J°  =  x' .  ('cos.  9 .  sin.  4  •  cos.  p  —  cos.  4  •  sin.  p) 

+y  .  ( cos.  9  .  cos.  4  •  cos.  p-\-  sin.  4-  sin.  p)  —  .s'»  sin.  9.  cos.  p  • 
z"  =  x' .  sin.  9 .  sin.  4  +y  ' .  sin .  9 .  cos.  4 + z' .  cos .  9. 
D'où  l'on  tire 

x".  cos.  p  — y.  sin.  9  =  x'.cos.  4 — y',  sin.  4  ; 

x". sin.  p  +y".  cos.  p  =  x'.  cos.  9 .  sin.  4  +y'.  cos.  9 .  cos.  4 — z'. sin.  9. 

Soit 

<^^j'd^m:a'  ;      S.y'\dm=bt  ;  S.z'\dm=ct; 
S.x'y.dm=f  ;      S.x'z'.dm  =  g  ;  S.y'.z'.dm=h; 
on  aura 

cos.  <? .  S. x"z".  dm— sin.  p .  S.yfz".  dm  —  (cf—b1) .  sin.  9 .  sin.  4.  cos.4 
+/.  sin.  9 .  ('cos.3  4— sin.a  4;  +  cos.  9 .      cos.  4  —  h.  sin. 4; 

sin.  ? .  (S1.  x"z"d m  +  cos.  ? .  S.y"z" .  dm 

—  sin.  9 .  cos.  9 .  (a* .  sin.2  4+  b\ cos.*4—  c1  +  2/.  sin.  4 .  cos.  4  J 
+  f cos.E  9—  sin.1 9; .      sin.  4 +h.  cos.  4 >. 

En  égalant  à  zéro ,  les  seconds  membres  de  ces  deux  équations, 
on  aura 

.         „  ft.sin.4  —  ff.cos.  4 

tan  g.  9  =  _ — I — 2  z.  . 

(a? —  b*) .  sin.  4  •  cos.  4  +/.  (co&.1 4—  sin.a  4)  ' 

-                        ff- sin.  4+ A -cos.  4 
itang.  2  9  =  —  2  IJ  z  . 

c»— aa .  sin.a  4— 62 .  cos.2  4— 2/.  sin.  4 .  cos.  4  * 

mais  on  a 

tane.  â 

i.  tang.  2  9  =  2   • 

b  1  —  tang.2ô  J 

en  égalant  ces  deux  valeurs  de  tang.^9,  et  en  substituant  dans  la 
dernière  ,  au  lieu  detang.  9,  sa  valeur  précédente  en  4;  en  faisant 
ensuite  ,  pour  abréger ,  tang.  4  =  u  ;  on  trouvera ,  après  toutes  les 
réductions  ,  l'équation  suivante  du  troisième  degré; 

o  =  (gu  +  h).(hu—  g)% 
+  {  (a*— F)  •  u  +/.  (  1—  u*)  }  .  {  (hc>—ha*  +fg) .  u  +  gb*—gc*—hf}, 

K  2 


I 
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Cette  équation  ayant  au  moins  une  racine  réelle  ,  on  voit  qu'il  est 

toujours  possible  de  rendre  nulles  à-la-fois  ,       deux  «iités 

cos.  <P .  .9.  x"z" .  dm  —  sin.  ?  i  i&jfV .  <&ra 
sin.  e .  6\  #  V .  &  ;ra  +  cos.  <? .  S.y"z" .  dm  ; 

et  par  conséquent,  la  somme  de  leurs  quarrés  ,  (S.x"z".dm)* 
+  (S.y"z".dm)%  ce  qui  exige  que  l'on  ait  séparément, 

S.x"z".dm  =  o  ;  S.y"z".dm=o. 
La  valeur  de  u  donne  celle  de  l'angle  4  ,  et  par  conséquent,  celle 
de  tang.  9,  et  de  l'angle  9.  Il  reste  maintenant  à  déterminer  l'angle  p, 
ceque  l'on  fera  au  moyen  de  la  condition  S.  x"y".  dm  =  o,  qui  reste 
à  remplir.  Pour  cela,  nous  observerons  que  si  l'on  substitue  dans 
S.x"y".dm,  au  lieu  de  x" ,  y"  leurs  valeurs  précédentes;  cette 
fonction  deviendra  de  cette  forme  ,  H.  sin.  *  ?  +  L.  cos.  2?,HctL 
étant  fonctions  des  angles  9  et  4 ,  et  des  constantes  a%  b\  c%f,  g,  //; 
en  égalant  cette  expression  à  zéro ,  on  aura 

—  L 

tang.2?  — — . 

Les  trois  axes  déterminés  au  moyen  des  valeurs  précédentes 
de  9 ,  4  et  jj> ,  satisfont  aux  trois  équations  , 

S.x"y".dm—o  ;  S.x" y".dm=o  ;  S.x"z".dm  —  o. 
L'équation  du  troisième  degré  en  w,  semble  indiquer  trois  systèmes 
d'axes  principaux  semblables  au  précédent  ;  mais  on  doit  observer 
que  u  est  la  tangente  de  l'angle  formé  par  l'axe  des  x',  et  par  l'in- 
tersection du  plan  des  x'  et  des  y'  avec  celui  des  x"  et  des  y"  ; 
or  il  est  clair  que  l'on  peut  changer  les  .uns  dans  les  autres ,  les 
trois  axes  des  x",  des  y"  et  des  **,  puisque  les  trois  équations  précé- 
dentes seront  toujours  satisfaites  ;  l'équation  en  u,  doit  donc  éga- 
lement déterminer  la  tangente  de  l'angle  formé  par  l'axe  des  x'  et 
par  l'intersection  du  plan  des  x'  et  des  y',  soit  avec  le  plan  des  x"  et 
des  y",  soit  avec  le  plan  des  x'1  et  des  z" ,  soit  enfin,  avec  le  plan 
des  y"  et  des  z'.  Ainsi ,  les  trois  racines  de  l'équation  en  u ,  sont 
réelles  ,  et  elles  appartiennent  à  un  même  système  d'axes. 

Il  suit  de-là  que  généralement ,  un  solide  n'a  qu'un  seul  sys- 
tème d'axes  qui  jouissent  de  la  propriété  dont  il  s'agit.  Ces  axes  ont 
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été  nommés  axes  principaux  de  rotation,  à  cause  d'une  propriété 
qui  leur  est  partici^Ure  ,  et  dont  nous  parlerons  dans  la  suite. 

On  nomme  moment  d'inertie  d'un  corps  ,  relativement  à  un  axe 
quelconque  ,  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  du  corps  , 
par  le  quarré  de  sa  distance  à  cet  axe.  Ainsi  les  quantités  ^4,  B,  C, 
sont  les  momens  d'inertie  du  solide  que  nous  venons  de  considérer, 
par  rapport  aux  axes  des  x",  des_y"  et  des  .z".  Nommons  présente- 
ment C,  le  moment  d'inertie  du  même  solide  ,  par  rapport  à  l'axe 
des  z  ;  on  trouvera,  au  moyen  des  valeurs  de  x'  et  desj/  du  n°. 
précédent , 

C"  =  j£.  sin.2  fl .  sin.2  f  +  B.  sin.2  9 .  cos.2  ?  +  C.  cos.2  0. 

Les  quantités  sin.2  S. sin.3? ,  sin.2  ô.cos.2?,  et  cos.2  9,  sont  les  quarrés 
des  cosinus  des  angles  que  font  les  axes  des  x",  desy"  et  des  z"  avec 
l'axe  des  z1  ;  d'où  il  suit  en  général ,  que  si  l'on  multiplie  le  mo- 
ment d'inertie  relatif  à  chaque  axe  principal  de  rotation,  par  le 
quarré  du  cosinus  de  l'angle  qu'il  fait  avec  un  axe  quelconque, 
la  somme  de  ces  trois  produits  sera  le  moment  d'inertie  du  solide , 
relativement  à  ce  dernier  axe. 

La  quantité  C  est  moindre  que  la  plus  grande  des  trois  quan- 
tités ^,4,  B ,  C;  elle  est  plus  grande  que  la  plus  petite  de  ces  trois 
quantités  ;  le  plus  grand  et  le  plus  petit  moment  d'inertie  appar- 
tiennent donc  aux  axes  principaux. 

Soient  X,  Y,  Z  ,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  solide, 
par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées ,  que  nous  fixons  au  point 
autour  duquel  le  corps  est  assujéti  à  tourner  ,  s'il  n'est  pas  libre  ; 
«' — X,  y1 —  Y  et  z — Z  seront  les  coordonnées  de  la  molécule  dm 
du  corps,  relativement  à  son  centre  de  gravité  :  le  moment  d'iner- 
tie ,  relatif  à  un  axe  parallèle  à  l'axe  des  z  ,  et  passant  par  le  centre 
de  gravité  ,  sera  donc 

S.  { (V—  X)1  +  (y1—  Y/}.dm; 

or  on  a,  par  la  nature  du  centre  de  gravité,  S.x'dm~7?iX; 
S.y'dm—mY  ;  le  moment  précédent  se  réduit  donc  à 

—  m .  ( X'  +  Y 2  J  +  S.  (x"  + y'*) .  dm. 

On  aura  ainsi  les  momens  d'inertie  du  solide ,  relativement  aux 
axes  qui  passent  par  un  point  quelconque  ;  lorsque  ces  momens 
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seront  connus  par  rapport  aux  axes  qui  passent  par  le  centre  de 
gravité.  On  voit  en  même  temps  ,  que  it  -«lus  petit  de  tous  tes 
momens  d'inertie,  a  lieu  par  rapport  à  l'un  pi*uvi- 
paux  qui  passent  par  ce  centre. 

Supposons  que  par  la  nature  du  corps ,  les  deux  momens  d'iner- 
tie     et  B  soient  égaux ,  on  aura 

C'=^t.  sin.3  8  +  C.  cos.3  9  ; 
en  faisant  donc  8  égal  à  l'angle  droit,  ce  qui  rend  l'axe  des  z  per- 
pendiculaire à  celui  des  z",  on  aura  C  =u4.  Les  momens  d'inertie 
relatifs  à  tous  les  axes  situés  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
des  z",  sont  donc  alors  égaux  entre  eux.  Mais  il  est  facile  de  s'assurer 
que  l'on  a  dans  ce  cas ,  pour  le  système  de  l'axe  des  z'  et  de  deux 
axes  quelconques  perpendiculaires  entre  eux  et  à  cet  axe , 

S.x'y'.dm  —  o  ;      S.x'z.dm  =  o  ;      S.y'z".dm  —  o\ 
car  en  désignant  par  x"  et  y"  les  coordonnées  d'une  molécule  dm , 
du  corps  ,  rapportées  aux  deux  axes  principaux  ,  pris  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  z",  et  par  rapport  auxquels  les  momens 
d'inertie  sont  supposés  égaux ,  nous  aurons 

S.  (x'"'  +  z"*)  .dm==S.  (y'"  +  z"*) .  dm  ; 
ou  simplement  S.  x"*  .dm—  S.y"a  .dm;  mais  en  nommant  s  l'angle 
que  l'axe  des  *'  fait  avec  l'axe  des  x" ,  on  a 

x'  =  x" .  cos.  e  +y".  sic*  ; 
y'  —  y" .  cos.  e  —  x" .  sin.  t  ; 

on  a  donc 

S.  x'y'.d  m  =  S.x". y",  d  m.  (  ces*  i  —  sin. 2 1) 

+  S.  (y"11 —  x"*) .  dm.  sin.  s .  cos.  i  =  o. 
On  trouvera  semblablement6\x Y'. d/?z=o;  S.y'z"dm  —  o;  tous 
les  axes  perpendiculairos  h  celui  des  z"  sont  donc  alors  des  axes 
principaux  ;  et  dans  ce  cas  ,  le  solide  a  une  infinité  d'axes  sem- 
blables. 

Si  l'on  a  cà-la-fois ,  ^4  =  B=C;  on  aura  généralement  C'=^4  ; 
c'est-à-dire  ,  que  tous  les  momens  d'inertie  du  solide  ,  sont  égaux  ; 
mais  alors  on  a  généralement , 

S.x'y'.dm  —  o  ;      S.x'z'  .dm  =  o  ;     S.y'z'.dm  =  o  ; 
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quelle  que  soit  la  position  du  plan  des  x'  et  des  y',-  en  sorte  que  tous 
les  axes  sont  des  axes  principaux.  C'est  le  cas  de  la  sphère  :  nous 

vrori    1       '  ■  que  cette  propriété  convient  à  une  infinité 

îS  dont  nous  donnerons  l'équation  générale. 

28.  Les  quantités p  ,  q,  r,  que  nous  avons  introduites  dans  les 
équations  (  C)  du  n°.  26,  ont  cela  de  remarquable  ,  qu'elles  déter- 
minent la  position  de  l'axe  réel  et  instantané  de  rotation  du  corps , 
par  rapport  aux  axes  principaux.  En  effet ,  on  a,  relativement  aux 
points  situés  dans  l'axe  de  rotation,  dx'  —  o;  dy'  =  o-  dz'  =  o 
en  différentiant  les  Valeurs  de  x',  y',  z'  du  n°.  26,  et  en  faisant 
sm.  4  =  o,  après  les  différentiations  ,  ce  qui  est  permis  ,  puisque 
l'on  peut  fixer  à  volonté ,  la  position  de  l'axe  des  x',  sur  le  plan 
des  x'  et  des  y  ',  on  aura 

dx'=x".  {cty.  cos.8.  sin.?— <fr .  sin.?}  +y" .  {d-\-.  cos.  8.  cos.o— dp.  cos.?  } 
+  ^".c?4'Sin.  8  =  0  ; 

dy'=x".  {dp. cos.  8. cos.?  — c?8.sin.  8. sin.  ? — f/^.cos.  ?} 

+y".  { d4 .  sin.ç—d? .  cos. 8 .  sin.?— dû .  sin.S .  cos.? }  +  z "d 8 .  cos.fi  ==  o  ■ 

dz'~  —  x".  {dS.  cos.  S.sin.  ?  + dp. sin.  8. cos.  <p} 

—y".  {c?8.cos.  8. cos.?  —  dv.sm.  fi.sin.  ?}  —  z"dQ. sin.  8. 
Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations ,  par  —  sin.  ?  ;  la 
seconde,  par  cos.  8. cos.  ?  ,  et  la  troisième,  par  —sin.  8.  cos.  ?  •  on 
aura  en  les  ajoutant , 

o  =px' — qz". 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  mêmes  équations  ,  par  cos.  p  ;  la 
seconde,  par  cos.  8. sin.  p  ,  et  la  troisième,  par  —  sin.  8. sin.  ?  •  on 
aura ,  en  les  ajoutant  ; 

o  —py" —  rz". 

Enfin  ,  si  l'on  multiplie  la  seconde  des  mêmes  équations  ,  par  sin.  8 , 
et  la  troisième ,  par  cos.  8    on  aura,  en  les  ajoutant, 

o  —  qy" —  rx". 

Cette  dernière  équation  résulte  évidemment  des  deux  précédentes  ; 
ainsi  les  trois  équations  dx'=o,  dy'=-.o,  dz'=o,  se  réduisent;! 
ces  deux  équations  qui  sont  à  une  ligne  droite  formant  avec  les  axes 
des  x",  des  y"  et  des  z"  des  angles  dont  les  cosinus  sont 
7  r  p 
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Cette  droite  est  donc  en  repos  ,  et  forme  l'axe  réel  de  rotation  du 

corps. 

Pour  avoir  la  vitesse  de  rotation  du  corps     ■»»  ^  ^>oin+ 

de  l'axe  des  z",  éloigné  de  l'origine  des  coordonnées,  d'une  distance 
égale  à  l'unité.  On  aura  ses  vitesses  parallèlement  aux  axes  des  x', 
des  y'  et  des  z',  en  faisant  x"  =  o ,  y"  =  o,  z"  =  i ,  dans  les  expres- 
sions précédentes  de  dx',  dy',  dz',  et  en  les  divisant  par  dt ,  ce  qui 
donne  pour  ces  vitesses  partielles , 

d-i-    •    „"  Ai         ù          — »    •  a 


la  vitesse  entière  du  point  dont  il  s'agit,  est  donc  j-  > 

ou  \/q*  +  r\  En  divisant  cette  vitesse  ,  par  la  distance  du  point ,  à 
l'axe  instantané  de  rotation ,  on  aura  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
tion du  corps  ;  or  cette  distance  est  évidemment  égale  au  sinus  de 
J'angle  que  l'axe  réel  de  rotation  fait  avec  l'axe  des  z",  angle  dont  le 

cosinus  est    ,     ?   .      ;  on  aura  donc  l//>*  +  ?"+,'*>  pour  la  vî- 

tesse  angulaire  de  rotation. 

On  voit  par-là ,  que  quel  que  soit  le  mouvement  de  rotation 
d'un  corps,  autour  d'un  point  fixe,  ou  considéré  comme  tel  ;  ce 
mouvement  ne  peut  être  qu'un  mouvement  de  rotation  autour 
d'un  axe  fixe  pendant  un  instant ,  mais  qui  peut  varier  d'un  instant 
à  l'autre.  La  position  de  cet  axe  ,  par  rapport  aux  trois  axes  princi- 
paux ,  et  la  vitesse  angulaire  de  rotation  dépendent  des  variables 
p  ,  q  ,  r ,  dont  la  détermination  est  très-importante  dans  ces  re- 
cherches ,  et  qui  exprimant  des  quantités  indépendantes  de  la 
situation  du  plan  des  *'  et  des/,  sont  elles-mêmes  indépendantes 
de  cette  situation. 

29.  Déterminons  ces  variables,  en  fonctions  du-  temps  t ,  dans 
le  cas  où  le  corps  n'est  sollicité  par  aucunes  forces  extérieures. 
Pour  cela,  reprenons  les  équations  (Z>)  du  n°.  26,  entre  les  varia- 
bles p',  q',  r  qui  sont  aux  précédentes ,  dans  un  rapport  constant. 
Les  différentielles  dN,  dN'  et  dN" ,  sont  alors  nulles  ,  et  ces 

équations 
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équations  donnent,  en  les  ajoutant  ensemble,  après  les  avoir  mul- 
tipliées respectivement  par  p',  q  et  r' , 

Û  =p'dp'  +  q'dq'  +  r'dr'; 

et  en  intégrant , 

h  étant  une  constante  arbitraire. 

Les  équations  {D)  multipliées  respectivement  par  AB.p',  BC.q 
et  A C.r ',  et  ensuite  ajoutées  ,  donnent  en  intégrant  leur  somme, 

^  B  .p'2  +  B  C.     +  A  C.  r"  =  H*} 
H  étant  une  constante  arbitraire  :  cette  équation  renferme  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  forces  vives.  On  tirera  de  ces  deux 
intégrales , 

,^AC.k*-H*+A.(B-C).p'*  _ 
q  C.(A-B) 

ttl     H*  —  BC.k*  —  B.(A  —  C).p'* 
r  ~  C.(A-B)  ; 

ainsi,  l'on  connoîtray'  et  r  en  fonctions  du  temps  t,  lorsque  p'  sera 
déterminé  ;  or  la  première  des  équations  {D)  donne 

AB.dp' 

dt  =  — — — — rr  i 
(A-B).q  r 

partant 

ABC. dp' 

dt  =  —  

V  {AC.k*—H*+A.(B—C).p*}  .  {if2—  BC.fc—  B.(A-C).p'*} 
équation  qui  n'est  intégrable  que  dans  l'un  des  trois  cas  suivans , 
B  =  A,  B  =  C,  A  =  C. 

La  détermination  des  trois  quantités  p',  q',  r  renferme  trois  ar- 
bitraires i?2,  £a,  et  celle  qu'introduit  l'intégration  de  l'équation 
différentielle  précédente.  Mais  ces  quantités  ne  donnent  que  la  po- 
sition de  l'axe  instantané  de  rotation  du  corps  ,  sur  sa  surface ,  ou 
relativement  aux  trois  axes  principaux ,  et  sa  vitesse  angulaire  de 
rotation.  Pour  avoir  le  mouvement  réel  du  corps  ,  autour  du  point 
fixe  ,  il  faut  connoître  encore  la  position  des  axes  principaux  dans 
l'espace  ;  ce  qui  doit  introduire  trois  nouvelles  arbitraires  rela- 
tives à  la  position  primitive  de  ces  axes  ,  et  ce  qui  exige  trois  nou- 
velles* intégrales  qui ,  jointes  aux  précédentes ,  donnent  la  solu- 
Mkcan.  cél.  Tome  L  L 
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tion  complète  tlu  problême.  Les  équations  (  C)  du  n°.  26 ,  ren- 
ferment trois  arbitraires  N,  N',  N" ;  mais  elles  ne  sont  pas  entiè- 
rement distinctes  des  arbitraires  H  et  k.  j  ■• 
ensemble  les  quarrés  des  premiers  membres  des  équations  (C) .  on  a 
f*  +  q"  +  r"  ^N*  +  N:*  +  N"*  i 

ce  qui  donne  ¥  =  N*  +  N'*  +  N"\ 

Les  constantes  JV,  N',  N",  répondent  aux  constantes  c,  c,  c"  du 
n°.  21  ;  et  la  fonction  \.t.  ^/p^  +  g'  +  r"  exprime  la  somme  des 
aires  décrites  pendant  le  temps  t,  par  les  projections  de  chaque 
molécule  du  corps  ,  sur  le  plan  relativement  auquel  cette  somme 
est  un  maximum.  N'  et  N  "  sont  nuls  relativement  à  ce  plan  ;  en 
égalant  donc  à  zéro ,  leurs  valeurs  trouvées  dans  le  u°.  26 ,  on  aura 
o  =  Z?r.sin.  p — q.cos.p  ; 

0  =  ^y.cos.9.siii.?  +  5r.cos.9.cos.?  +  Cp.sin.9  ; 
d'où  l'on  tire 

P 


cos.  9 


sm.  9 .  sm.  <p 


Vp"  +  <?'*.+ 

—4 


sin.  9 .  cos.  p  =  — ■ 

V  P2  +  <7'2  +  r'% 

Au  moyen  de  ces  équations  ,  on  connoîtra  les  valeurs  de  9  et  de  <p, 
en  fonctionsdutemps ,  relativement  auplan  fixe  que  nous  venons  de 
considérer.  Il  ne  s'agit  plus  que  de  connoître  l'angle  •+  ,  que  l'inter- 
section de  ce  plan ,  et  de  celui  des  deux  premiers  axes  principaux, 
fait  avec  l'axe  des  x'  ;  ce  qui  exige  une  nouvelle  intégration. 
Les  valeurs 'de  q  et  de  r  du  n°.  26  donnent 

(24 . sin.2 8  =  qdt. sin. 9 . sin. p  +  rdt. sin. 9 . cos. 9  ; 
d'où  l'on  tire 

AB.(q"+?')  * 

or  on  a  par  ce  qui  précède 

H*  —  AB.p'> 

ç'^  +  r'^-k—jy*  }      Bq'"+str"=  g  
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on  aura  donc 

k.dt.  {H*—AB.P'*} 
.  '  ÂBC.(k*—p'~>)  ' 
Si  l'on  substitue  au  ]ieu  de  dt,  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  ;  on 
aura  la  valeur  de  4  en  fonction  de  p  ;  les  trois  angles  S  ,  ?  et  mi- 
seront ainsi  déterminés  en  fonctions  des  variables  p',  q\  r,  qui 
seront  elles-mêmes  ,  déterminées  en  fonctions  du  temps  t.  On  con- 
noîtra  donc  à  un  instant  quelconque ,  les  valeurs  de  ces  angles  par. 
rapport  au  plan  des  x'  et  des  y', que  nous  venons  de  considérer,  et  il 
sera  facile  ,  par  les  formules  de  la  trigonométrie  spliérique ,  d'en 
conclureles  valeurs  des  mêmes  angles ,  relatives  à  tout  autre  plan  ; 
ce  qui  introduira  deux  nouvelles  arbitraires  qui  réunies  aux 
quatre  précédentes,  formeront  les  six  arbitraires  que  doit  renfer- 
mer la  solution  complète  du  problême  que  nous  venons  de  traiter. 
Mais  on  voit  que  la  considération  du  plan  dont  nous  venons  de 
parler ,  simplifie  ce  problème. 

La  position  des  trois  axes  principaux ,  étant  supposée  connue 
sur  la  surface  du  corps  ;  si  l'on  connoît  à  un  instant  quelconque, 
la  position  de  l'axe  réel  de  rotation ,  à  cette  surface  ,  et  la  vitesse 
angulaire  de  rotation  ;  on  aura  à  cet  instant ,  les  valeurs  de  p,  q,  r, 
puisque  ces  valeurs  divisées  par  la  vitesse  angulaire  de  rotation  , 
expriment  les  cosinus  des  angles  que  l'axe  réel  de  rotation  forme 
avec  les  trois  axes  principaux  ;  on  aura  donc  les  valeurs  de 
p',  q\  r  ;  or  ces  dernières  valeurs  sont  proportionnelles  aux  cosi- 
nus des  angles  que  les  trois  axes  principaux  forment  avec  le  plan 
des  x'  et  des  y',  relativement  auquel  la  somme  des  aires  des  pro- 
jections des  molécules  du  corps ,  multipliées  respectivement  par 
ces  molécules  ,  est  un  maximum  ;  on  pourra  donc  alors  déterminer 
à  tous  les  instans,  l'intersection  de  la  surface  du  coi^ps ,  par  ce 
plan  invariable  ;  et  par  conséquent ,  retrouver  la  position  de  ce 
plan ,  par  les  conditions  actuelles  du  mouvement  du  corps. 

Supposons  que  le  mouvement  de  rotation  du  corps  soit  dû  à  une 
impulsion  primitive  qui  ne  passe  point  par  son  centre  de  gravité. 
Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  les  nos.  20  et  22, 
que  le  centre  de  gravité  prendra  le  même  mouvement,  que  si  cette 
impulsion  lui  étoit  immédiatement  appliquée  ,  et  que  le  corps 

L  2 
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prendra  autour  de  ce  centre ,  le  même  mouvement  de  rotation , 
que  si  ce  centre  étoit  immobile.  La  somme  des  aires  décrites  autour 
de  ce  point,  par  le  rayon  recteur  de  chaque  ■  ttr 

un  plan  fixe  ,  et  multipliées  respectivement  p«  ces  molécules, 
sera  proportionnelle  au  moment  de  la  force  primitive  projetée  sur 
le  même  plan  ;  or  ce  moment  est  le  plus  grand  ,  relativement  au 
plan  qui  passe  par  sa  direction  et  par  le  centre  de  gravité  ;  ce  plan 
est  donc  le  plan  invariable.  Si  l'on  nomme/la  distance  de  l'impul- 
sion primitive ,  au  centre  de  gravité  ;  et  v ,  la  vitesse  qu'elle  im- 
prime à  ce  point;  m  étant  la  masse  du  corps  ,  mfv,  sera  le  moment 
de  cette  impulsion,  et  en  le  multipliant  par  ±t,  le  produit  sera 
égal  à  la  somme  des  aires  décrites  pendant  le  temps  *  ;  mais  cette 

somme  ,  par  ce  qui  précède ,  est  - .  \/p"  +  g'*  +  if*  ;  on  a  donc 

V/p'1+  g"+  r'2  =  777  ./V. 

Si  l'on  connoît  à  l'origine  du  mouvement,  la  position  des  axes 
principaux,  relativement  au  plan  invariable  ,  ou  les  angles  9  et  pj 
on  aura  à  cette  origine  ,  les  valeurs  dep',  g'  et  r,  et  par  conséquent, 
celles  dep,  g  ,  r  ;  on  aura  donc  à  un  instant  quelconque,  les  valeurs 
des  mêmes  quantités. 

Cette  théorie  peut  servir  à  expliquer  le  double  mouvement  de 
rotation  et  de  révolution  des  planètes ,  par  une  seule  impulsion 
primitive.  Supposons  en  effet,  qu'une  planète  soit  une  sphère  ho- 
mogène d'un  rayon  R  ,  et  qu'elle  tourne  autour  du  soleil  avec 
une  vitesse  "angulaire  U;  r  étant  supposé  exprimer  sa  distance  au 
soleil ,  on  aura  v  —  r  U  ;  de  plus ,  si  l'on  conçoit  que  la  planète  se 
meut  en  vertu  d'une  impulsion  primitive  dont  la  direction  a 
passé  à  la  distance  f  de  son  centre  ;  il  est  clair  qu'elle  tournera 
sur  elle-même  ,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  invaria- 
ble ;  en  considérant  donc  cet  axe ,  comme  le  troisième  axe  prin- 
cipal ,  on  aura,  9=o,  et  par  conséquent  g'  —  o,  r'=6;  on  aura 
donc  p'=mfv,  ou  Cp  —  mfrU.  Mais  dans  la  sphère,  on  a 
C=f7wiî%-  partant, 

ce  qui  donne  la  distance  y  de  la  direction  de  l'impulsion  primitive, 
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au  centre  de  la  planète ,  qui  satisfait  au  rapport  observé  entre  la 
vitesse  an:  1       "de  rotation  ,  et  la  vitesse  angulaire  U  de  révo- 

httioi  .1.  Relativementàla  terre,  on  a -^r— 566,25658- 

la  parallaxe  du  soleil  donne  —  — o,oooo42665,  et  par  conséquent 

f~~.R ,  à  fort  peu  près. 

Les  planètes  n'étant  point  homogènes  ;  on  peut  les  considérer 
ici  comme  étant  formées  de  couches  sphériques  et  concentriques  , 
d'inégales  densités.  Soit  p  la  densité  d'une  de  ces  couches  dont  le 
rayon  est  iî,  p  étant  fonction  de  R;  on  aura 

_  3771    fp.R*  .  dR 
~5~  '  fp.R*  .  dR~3 

m  étant  la  masse  entière  de  la  planète,  et  les  intégrales  étant  prises 
depuis  i?=  o ,  jusqu'à  sa  valeur  à  la  surface  ;  on  aura  ainsi 

a   _p_  fp.M.dR 
*~5  '  rU  '  fp,R*.dR' 

Si ,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer ,  les  couches  les  plus  voi- 

i  ,    p       •  fp.R^.dR 

sines  du  centre  ,  sont  les  plus  denses  :  la  fonction  - — — — —  sera 
'  x  J  p  .  R  .  dR 

moindre  que  \  ;  la  valeur  àef  sera  donc  moindre  que  dans  le  cas 

de  l'homogénéité. 

3o.  Déterminons  présentement  les  oscillations  du  corps,  dans 
le  cas  où  il  tourne  à  très-peu-près  ,  autour  du  troisième  axe  princi- 
pal. On  pourroit  les  déduire  des  intégrales  auxquelles  nous  sommes 
parvenus  dans  le  n°.  précédent  5  mais  il  est  plus  simple  de  les  tirer 
directement  des  équations  différentielles  (D)  du  n°.  26.  Le  corps 
n'étant  sollicité  par  aucunes  forces ,  ces  équations  deviennent ,  en 
y  substituant  au  lieu  de  p',  q',  r,  leurs  valeurs  Cp ,  ^4  q ,  et  B  r , 
,    ,  (B-A) 

dp-\  .qr.at—o  ; 

,    ,  (C-B) 

aç-i  .rp.at=o  / 

clr-i  .pq.dt  =  o. 

Le  solide  étant  supposé  tourner  à  fort  peu  près,  autour  de  son 
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troisième  axe  principal  ;  q  et  r  sont  de  très-petites  quantités  dont 
nous  négligerons  les  quarrés  et  les  produits  ;  ce  qui  donne  dp  —  o, 
et  par  conséquent ,  p  constant.  Si  dans  les  dev  autre  "  ons, 
on  suppose , 

ç  =  M.sm.(?it  +  y)  ;  v  =  ~MJ .  cos.  (n t-\-y)  ; 

on  aura 

.  /(C-Ah(ç__B)  .  /  A.(C-A) 

n=P'V   Zb   *.  M=-M>V   B.(C-B)  > 

31  et  y  étant  deux  constantes  arbitraires.  La  vitesse  angulaire  de 

rotation  sera  ^ p* q*  +  7-* ,  ou  simplement  p  ,  en  négligeant  les 
quarrés  de  q  et  de  r  ;  cette  vitesse  sera  donc  à  très-peu  près  cons- 
tante. Enfin,  le  sinus  de  l'angle  formé  par  l'axe  réel  de  rotation, 

/v'".'".,  r,  Vf** 

et  par  te  troisième  axe  principal ,  sera  • 

Si  à  l'origine  du  mouvement ,  onay=o,  et  r—  o ,  c'est-à-dire, 
si  l'axe  réel  de  rotation  coincide  à  cet  instant,  avec  le  troisième  axe 
principal;  on  aura.M=o,  M'  =  o;  q  et  r  seront  donc  toujours 
nuls,  et  l'axe  de  rotation  coincidera  toujours  avec  le  troisième  axe- 
principal;  d'où  il  suit  que  si  le  corps  commence  à  tourner  autour 
d'un  des  axes  principaux ,  il  continuera  de  tourner  uniformément 
autour  du  même  axe.  Cette  propriété  remarquable  des  axes  princi- 
paux ,  les  a  fait  nommer  axes  principaux  de  rotation  :  elle  leur 
convient  exclusivement  ;  car  si  l'axe  réel  de  rotation  est  invariable 
à  la  surface  du  corps  ,  on  a  dp  =  o ,  dq  =  o ,  dr  —o  ;  les  valeurs 
précédentes  de  ces  quantités  donnent  ainsi , 

(B—A)  (C—B)  (A-C) 

—ç-.rq  =  o;      —j-.rp  =  o;      —^—•pq  =  o. 

Dans  le  cas  général  où  A,  B,  C  sont  inégaux,  deux  des  trois 
quantités  p,  q,  r  sont  nulles  en  vertu  de  ces  équations,  ce  qui 
suppose  que  l'axe  réel  de  rotation  coincide  avec  l'un  des  axes  prin- 
cipaux. 

Si  deux  des  trois  quantités  A,  B,  C  sont  égales,  par  exemple, 
si  l'on  &A  =  B;  les  trois  équations  précédentes  se  réduisent  à 
celles-ci ,  rp  =  o ,  p  q  =  o  ;  et  l'on  peut  y  satisfaire  ,  par  la  suppo- 
sition seule  de  p  égal  à  zéro.  L'axe  de  rotation  est  alors  dans  un 
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plan  perpendiculaire  au  troisième  axe  principal  ;  niais  on  a  vu 
(n°.  27  )  ,  que  tous  les  axes  situés  dans  ce  plan ,  sont  des  axes  prin- 
cipe 

Enfin,  ai  l'on  a  a-la- fois  ^4.  =  B  —  C,  les  trois  équations  pré- 
cédentes seront  satisfaites ,  quels  que  soient  p,  q,  r;  mais  alors , 
par  le  n°.  27  ,  tous  les  axes  du  corps  ,  sont  des  axes  principaux. 

Il  suit  de-là,  que  les  seuls  axes  principaux  ont  la  propriété  d'être 
des  axes  invariables  de  rotation;  mais  ils  n'en  jouissent  pas  tous 
de  la  même  manière.  Le  mouvement  de  rotation  autour  de  celui 
dont  le  moment  d'inertie  est  entre  les  momens  d'inertie  des  deux 
autres  axes ,  peut  être  troublé  d'une  manière  sensible  par  la  cause 
la  plus  légère  ;  en  sorte  qu'il  n'y  a  point  de  stabilité  dans  ce  mou- 
vement. 

On  nomme  état  stable  d'un  système  de  corps  ,  un  état  tel  que  le 
système ,  lorsqu'il  en  est  infiniment  peu  dérangé ,  ne  puisse  s'en 
écarter  qu'infiniment  peu ,  en  faisant  des  oscillations  continuelles 
autour  de  cet  état.  Concevons ,  cela  posé,  que  l'axe  réel  de  rotation 
s'éloigne  infiniment  peu  du  troisième  axe  principal  ;  dans  ce  cas ,  les 
constantes  M  et  M'  sont  infiniment  petites  ;  et  si  n  est  une  quan- 
tité réelle ,  les  valeurs  de  q  et  de  r  resteront  toujours  infiniment 
petites  ,  et  l'axe  réel  de  rotation,  ne  fera  jamais  que  des  excursions 
du  même  ordre ,  autour  du  troisième  axe  principal.  Mais  si  n  étoit 
imaginaire ,  sin.  (n  t  +  y),  et  cos.  (n  t  +  y )  se  changeraient  en  expon  en- 
tielles  ;  les  expressions  de  q  et  de  r  pourraient  donc  alors  augmen- 
ter indéfiniment,  et  cesser  enfin  d'être  infiniment  petites;  il  n'y 
aurait  donc  point  de  stabilité  dans  le  mouvement  de  rotation 
du  corps,  autour  du  troisième  axe  principal.  La  valeur  de  n  est 
réelle,  si  C  est  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  des  trois  quantités 
^4 ,  B,  C;  car  alors  le  produit  (  C — si  ).(  C — B  )  est  positif;  mais 
ce  produit  est  négatif,  si  C  est  entre  et  B  ;  et  dans  ce  cas,  n  est 
imaginaire  ;  ainsi ,  le  mouvement  de  rotation  est  stable  autour  des 
deux  axes  principaux  dont  les  momens  d'inertie  sont  le  plus  grand 
^t  le  plus  petit  ;  il  ne  l'est  pas  autour  de  l'autre  axe  principal. 

Maintenant ,  pour  déterminer  la  position  des  axes  principaux 
dans  l'espace,  nous  supposerons  le  troisième  axe  principal,  à  fort 
peu  près  perpendiculaire  au  plan  des  x'  et  des  y' ,  en  sorte  que  S 
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soit  une  quantité  très-petite  dont  nous  négligerons  le  quarré.  Nous 

aurons  par  le  n°.  26, 

dp — d-\=pdt  ; 
ce  qui  donne  en  intégrant , 

4  =  <p  — p  t  —  t , 
6  étant  une  constante  arbitraire.  Si  l'on  fait  ensuite , 
sin.9.sin.ç5  =  s  ;      sin. 9.  cos.?  =  u  ; 

les  valeurs  de  g  et  de  r  du  n°.  26 ,  donneront,  en  éliminant  d4-, 
ds  du 

et  en  intégrant, 

A. M    .    ,     ,  , 
_.s  =  £.sin.O*  +  \)  ç^.sm.(nt  +  y)  ; 

Bit     ,  x ,  , 

U  m  €.  cos.  (p  t+*)—       •  cos.  (nt+y)  ; 

£  et  a  étant  deux  nouvelles  arbitraires  :  le  problême  est  ainsi  com- 
plètement résolu  ,  puisque  les  valeurs  de  s  et  de  u  donnent  les 
angles  9  et  ?  en  fonction  du  temps ,  et  que  4  estdéterminé  en  fonction 
de  ?  et  de  t.  Si  S  est  nul ,  le  plan  des  x'  et  des  y',  devient  le  plan 
invariable  auquel  nous  avons  rapporté  dans  le  n°.  précédent,  les 
angles  9 ,  <p  et  4« 

3  1 .  Si  le  solide  est  libre  ;  l'analyse  des  n°s.  précédens  donnera 
son  mouvement  autour  de  son  centre  de  gravité  :  si  le  solide  est 
forcé  de  se  mouvoir  autour  d'un  point  fixe,  elle  fera  connoitre 
son  mouvement  autour  de  ce  point.  Il  nous  reste  à  considérer  le 
mouvement  d'un  solide  assujéti  à  se  mouvoir  autour  d'un  axe  fixe. 

Concevons  que  x'  soit  cet  axe  que  nous  supposerons  horizontal: 
dans  ce  cas  ,  la  dernière  des  équations  {B  )  du  n».  *5 ,  suffira  pour 
déterminer  le  mouvement  du  corps.  Supposons  de  plus  que  1  axe 
des  y'  soit  horizontal ,  et  qu'ainsi  l'axe  des  *'  soit  vertical  et  dirige 
vers  le  centre  de  la  terre  ;  supposons  enfin  ,  que  le  plan  qui  passe* 
par  les  axes  des  /  et  des  z',  passe  par  le  centre  de  gravite  du  corps , 
et  imaginons  un  axe  passant  constamment  par  ce  centre  et  par 
iWine  des  coordonnées.  Soit  9  l'angle  que  ce  nouvel  axe  fait  avec 


PREMIERE  PARTIE,  LIVRE  l  83 

celui  des  z' ;  si  l'on  nomme  y"  et  z"  les  coordonnées  rapportées  à  ce 
nouxe]  axe  .  on  aura 

3  M« ^-rz'.sm.  9         z'  =  z".cos.  S  —  y"  .sin.  9  ; 

d'où  l'on  tire , 

„  /  y'dz — z'dy'  \    „  dè 

\   dt        )>dm  =  ——.S.dm.(y"*  +  z"1), 

S.dm.&'^+z"*)  est  le  moment  d'inertie  du  corps  relativement  à 
l'axe  des  :  soit  C  ce  moment.  La  dernière  des  équations  (B)  du 
n°.  2.5,  donnera 

c  dd  &  _  dN" 
'  dt*  dt 

Supposons  que  le  cor-ps  ne  soit  sollicité  que  par  l'action  de  la  pesan- 
teur ;  les  valeurs  de  P  et  de  Q  du  n°.  2 5 ,  seront  nulles ,  et  H  sera 
constant ,  ce  qui  donne 

dN" 

— -  =  S.Ry'  .dm  =  R.cos.Q.f.y"  ,d?n  +  R.sir+Q.f.z"  .dm. 

L'axe  des  z"  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps  s  on  a 

S.y.dm  =  o;  de  plus ,  si  l'on  nomme  h  la  distance  du  centre  de 

gravité  du  corps,  à  l'axe  de  x' ;  on  aura  &'.z".dm  —  mh,.m  étant 

la  masse  entière  du  corps  ;  on  aura  donc 

dN"      -         "  .  \ 
— ; —  =  mh.R.sin.  9  . 

dt  * 

et  par  conséquent, 

dd&       — m.h.R.sm.  3 


dt*  C 

Considérons  présentement ,  un  second  corps  dont  toutes  les  parties 
soient  réunies  dans  un  seul  point  éloigné  de  la  distance  l,  de  l'axe 
des  *';-.on  aura,  relativement  à  ce  corps,  C=m'l\  m'  étant  sa 
masse  ;  déplus,  h  sera  égal  à  l  ;  partant 

ddè       —  R 

-dï=—SmJ- 

Ces  deux  corps  auront  donc  exactement  le  même  mouvement 
d'oscillation  ,  si  leur  vitesse  initiale  angulaire  ,  lorsque  leurs  cen- 
tres de  gravité  sont  dans  la  vorticale,  est  la  même,  et  si  l'on  a 
C 

1  ~  ^nh'  ^e  second  corps  dont  nous  venons  de  parler,  est  le  pendule 
Mécan.  cèl.  Tome  I.  M 
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simple  dont  on  a  considéré  les  oscillations  dans  le  n°.  11  ;  on  peut 
donc  toujours  assigner,  parcetteformule ,  la  longueur  / ,  du  pendule 
simple  dont  les  oscillations  sont  isochrones  a  t  u*  •  an  aùude  que 
nous  considérons  ici ,  et  qui  forme  un  pendule  composé.  C'est  ainsi 
que  l'on  a  déterminé  la  longueur  du  pendule  simple  qui  bat  les 
secondes ,  par  des  observations  faites  sur  les  pendules  composés. 
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CHAPITRE  VIII. 

Du  mouvement  des  fluides. 

Zl.  Nous  ferons  dépendre  les  loix  du  mouvement  des  fluides  , 
de  celles  de  leur  équilibre;  de  même  que,  dans  le  Chapitre  V, 
nous  avons  déduit  les  loix  du  mouvement  d'un  système  de  corps, 
de  celles  de  l'équilibre  de  ce  système.  Reprenons  donc  l'équation 
générale  de  l'équilibre  des  fluides ,  donnée  dans  le  n°.  1 7 , 

ïp=f.  {P.ïx+Q.ïy  +  R.fz}  ; 
la  caractéristique  S" ,  ne  se  rapportant  qu'aux  coordonnées  x ,  y ,  t 
de  la  molécule ,  et  n'étant  point  relative  au  temps  t.  Lorsque  le 
fluide  est  en  mouvement,  les  forces  en  vertu  desquelles  ses  mo- 
lécules seroient  en  équilibre,  sont ,  par  le  n°.  18 ,  en  supposant  dt 
constant , 

?-m<  r-^)> 

il  faut  donc  substituer  ces  forces,  au  lieu  de  P,  Q ,  H,  dans  l'équa~ 
tion  précédente  de  l'équilibre.  En  désignant  par  ff,  la  variation 
P.  £x+  Q.  £y <?z,  que  nous  supposerons  exacte;  on  aura 

cette  équation  équivaut  à  trois  équations  distinctes  ;  puisque  les 
variations  fx,  S'y,  £z,  étant  indépendantes ,  on  peut  égaler  sépa- 
rément à  zéro  ,  leurs  coefficiens. 

Les  coordonnées  x,  y,  z ,  sont  fonctions  des  coordonnées  pri- 
mitives et  du  temps  tj  soient  a,  b,  c,  ces  coordonnées  primitives , 
on  aura 

M  9 
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En  substituant  ces  valeurs  clans  l'équation  (F) ,  on  pourra  égaler 
séparément  à  zéro,  les  coefficiens  de  Sa,  Sb,  Se;  ce  qui  donnera  trois 
équations  à  différences  partielles  entre  les  troïc  ^tJj  z 

de  la  molécule  ,  ses  coordonnées  primitives  a ,  b,  c,  et  le  temps  t. 

Il  nous  reste  à  remplir  les  conditions  de  la  continuité  du  fluide. 
Pour  cela  ,  considérons  à  l'origine  du  mouvement ,  un  parallélipi- 
pède  fluide  rectangle  dont  les  trois  dimensions  soient  do,  db,  de. 
En  désignant  par  (p)  la.  densité  primitive  de  cette  molécule;  sa 
masse  sera  (p)  .da.db.de.  Nommons  (A )  ce  parallélipipède  :  il  est 
aisé  de  voir  qu'après  le  temps  t ,  il  se  changera  dans  un  parallélipi- 
pède obliquangle  ;  car  toutes  les  molécules  situées  primitivement 
sur  une  face  quelconque  du  parallélipipède  (A )  ,  seront  encore 
dans  un  même  plan,  du  moins  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  :  toutes  les  molécules  situées  sur  les  arrêtes  pa- 
rallèles de  ( A) ,  se  trouveront  sur  de  petites  droites  égales  et  pa- 
rallèles entre  elles.  Nommons  (B),  ce  nouveau  parallélipipède ,  et 
concevons  que  par  les  extrémités  de  l'arrête  formée  par  les  molé- 
cules qui,  dans  le  parallélipipède  (A)  ,  composoient  l'arrête  de, 
on  mène  deux  plans  parallèles  à  celui  des  x  et  des  y.  En  prolon- 
geant les  arrêtes  de  (B) ,  jusqu'à  la  rencontre  de  ces  deux  plans  ;  on 
aura  un  nouveau  parallélipipède  (C),  compris  entre  eux  et  égal  à 
(B)  ;  car  il  est  clair  qu'autant  l'un  des  deux  plans  retranche  du 
parallélipipède  (B  ),  autantl'autre  lui  ajoute.  Le  parallélipipède  (C) 
aura  ses  deux  bases  parallèles  au  plan  des  x  et  des  y  :  sa  hauteur 
comprise  entre  ses  bases ,  sera  évidemment  égale  à  la  différence 

de  z,  prise  en  n'y  faisant  varier  que  c;  ce  qui  donne  ^  —  de,  pour 
cette  hauteur. 

On  aura  sa  base  ,  en  observant  qu'elle  est  égale  à  la  section 
de  (B),  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  x  et  des  y;  nommons  (t) 
cette  section.  Par  rapport  aux  molécules  dont  elle  sera  formée ,  la 
valeur  de  z  sera  la  même  ,  et  l'on  aura 


Soient  Sp  et  Sq  deux  côtés  contigus  de  la  section  (t)  ,  dont  le 
premier  soit  formé  par  des  molécules  de  la  face  db.de  du  parai- 
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lélipipède  (A )  ,  et  dont  le  second  soit  formé  par  des  molécules  de 
sa  face  da.dc.  Si  par  les  extrémités  du  côté  £p  ,  on  imagine  deux 
droi  J7".r:  '>les  l'axe  des  x,  et  que  l'on  prolonge  le  côté  du 
parallélogramme  (t),  parallèle  à  Sp,,  jusqu'à  la  rencontre  de  ces 
droites  ;  elles  intercepteront  entre  elles  ,  un  nouveau  parallélo- 
gramme (k)  égal  à  (t) ,  et  dont  la  base  sera  parallèle  à  J'axe  des  x. 
Le  côté  £p  étant  formé  par  des  molécules  de  la  face  db.dc,  relati- 
vement auxquelles  la  valeur  de  z  est  la  même  ;  il  est  aisé  de  voir 
que  la  hauteur  du  parallélogramme  (k)  est  la  différence  de  y,  en 
supposant  a,  z  et  t  constans  ,  ce  qui  donne 

(df 


dy 


d'où  l'on  tire 


/dz 

o=U 


y  de 

/dz\ 


de 


■dé+U>d 


c'est  l'expression  de  la  hauteur  du  parallélogramme  (k).  Sa  base  est 
égale  à  la  section  de  ce  parallélogramme,  par  un  plan  parallèle  à 
l'axe  des  x  ;  cette  section  est  formée  des  molécules  du  paralléli- 
pipède  (^4) ,  par  rapport  auxquelles  z  et  y  sont  constans  j  sa  lon- 
gueur est  donc  égale  à  la  différentielle  de  .r ,  prise  en  supposant  z 
y  et  t  constans  ;  ce  qui  donne  les  trois  équations  , 


\db /' 


"=(I> 

°-(=)id*t.(î>d'+(s>^ 


?oit  pour  abréger, 


dx\ 
da  J 


{»}(* 


\db)  ^\db 
daj'\dbj  \dcj\db 


dz\ 
da) 

dz 
da 
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on  aura 


Ç.da 


\db)'\dc)  \dc)-\db 


x~,     ,dc)  \dc 
c'est  l'expression  de  la  base  du  parallélogramme  ( x;  ;  la  surface  de  ce 

parallélogramme  sera  donc Cette  quantité  exprime  encore 


{de) 


la  surface  du  parallélogramme  (t)  ;  en  la  multipliant  par  de, 
on  aura  € .  d  a .  à  b .  d  c  pour  le  volume  des  parallélipipèdes  ( C)  et  (B). 
Soit  P  la  densité  du  parallélipipède  après  le  temps  i  ;  on  aura 
Pff.da.d&.dc  pour  sa  masse;  en  l'égalant  à  sa  masse  primitive 
(p).àa.àb.àc ,  on  aura 

?S=(0  ;  (G) 
pour  l'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide. 

3  3 .  On  peut  donner  aux  équations  (F)  et  (G),  une  autre  forme 
d'un  us'age  plus  commode  dans  quelques  circonstances.  Soient  u,  v 
et  v,  les  vitesses  d'une  molécule  fluide,  parallèlement  aux  axes 
des  x,  des  y  et  des  z  ;  on  aura 

(fr-  fêh"  fêH  , 

Difterentions  ces  équations,  en  regardant  u,  *  et  V,  comme  fonc- 
tions des  coordonnées  x,  y ,  z  de  la  molécule  ,  et  du  temps  t  ; 


nous  aurons 

/ddx 
\dt 
fddy 

dt 


+  u. 


dv  , 

3ïï  +  * 


u 


(^)-(S)+-(£)+-(5)r . 

L'équation  (F)  du  n°.  précédent  deviendra  ainsi , 


du 
~dz 
dv 

dz 

ds\ 
~dz  )' 


i 


-\-S  z 


(îHS)} 


(H) 
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Pour  avoir  l'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide;  concevons 
que  dans  la  valeur  de  6",  du  n°.  précédent,  a,  b,  c,  soient  égaux 
kx,j  ,z,et  quex,y,  -s  soient  égaux  à  x  +  u  dt,  y  +  vdt ,  z\-\dt, 
ce  qui  revient  à  prendre  les  coordonnées  primitives  a,  b,  c,  infi- 
niment près  de  x,y,  z;  on  aura 

l'équation  (G)  devient , 

'•{(£)+(|)  +  (s)î+'-w=0- 

si  r  on  considère  />  comme  fonction  de  x  }y ,  z,  et  de  tj  on  a 

w=f_,,(*)_„,,(^)_^,(|)_v,,(-); 

l'équation  précédente  se  change  ainsi  dans  la  suivante  : 

(do\        /d.c'u\       /d.ov\  /d.pv\ 

c'est  l'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide ,  et  il  est  aisé  de 
voir  qu'elle  est  la  différentielle  de  l'équation  (G)  du  n°.  précédent, 
prise  par  rapport  au  temps  t. 

L'équation  (H)  est  susceptible  d'intégration ,  dans  un  cas  fort 
étendu  ,  savoir ,  lorsque  ufx  +  vfy  +  vfz  est  une  variation  exacte 
de  x,  y ,  z,  />  étant  d'ailleurs  une  fonction  quelconque  de  la  pres- 
sion p.  Soit  alors  J>  cette  variation  ;  l'équation  {H)  donne 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  par  rapport  à  eP, 

Il  faudroit  ajouter  à  cette  intégrale,  une  constante  arbitraire,  fonc- 
tion de  t  ;  mais  cette  constante  peut  être  censée  renfermée  dans  la 
fonction  <p.  Cette  dernière  fonction  donne  la  vitesse  des  molécules 
fluides ,  parallèlement  aux  axes  des  x ,  des  y  et  des  z  ;  car  on  a 
d<p\  /  dnf\  /  cZ  s  \ 
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L'équation  (K)  relative  à  la  continuité  du  fluide  ,  devient 

dy\      /'  d  i\    (  dt/^ 


fdf\    fdf\  fdn\  /dp 


dy  J  '  \dz  J    \dz  J 


f /ddp\     /ddi\  /dd?\) 


ainsi ,  l'on  a  relativement  aux  fluides  homogènes  ; 

/dd<>\     /dd<p\  /ddv\ 

On  peut  observer  que  la  fonction  u.  <T x  +  p.  ty  +  v.  £z  est  une 
variation  exacte  de  x ,  y ,  z  à  tous  les  instans ,  si  elle  l'est  à  un  seul 
instant.  Supposons ,  en  effet ,  qu'à  un  instant  quelconque ,  elle  soit 
égale  à  cT  p  •  dans  l'instant  suivant ,  elle  sera 

elle  sera  donc  encore ,  à  ce  nouvel  instant ,  une  variation  exacte , 
.  /du\  „      /dv\  ,       /dv\  .  .  , 

S1  \~d~t  )  \d~t  )    ^  "^Kdt  )'  Ulle  varla''10n  exacte  au  Pre" 

mier  instant  ;  or  l'équation  (  H)  donne  à  cet  instant , 

(S)--=^---{(ë)*-ciyHS)T- 

le  premier  membre  de  cette  équation  est  par  conséquent,  une  va- 
riation exacte  en  x,  y,  z  ;  ainsi  la  fonction  u.  i-x  +  p.  $y  +  v.  S"  s 
est  une  variation  exacte  dans  l'instant  suivant ,  si  elle  l'est  dans  un 
instant  ;  elle  est  donc  alors  une  variation  exacte  à  tous  les  instans. 

Lorsque  les  mouvemens  sont  très-petits  ;  on  peut  négliger  les 
quarrés  et  les  produits  de  u ,  v  et  v  ;  l'équation  (  H)  devient  alors 

ainsi,  dans  ce  cas  ,  u.£x  +  v.$y  +  v,£z  est  une  variation  exacte , 
si  comme  nous  le  supposons  , p  est  fonction  de  p  en  nommant  donc 
encore  <T  <p  cette  différence  3  on  aura 

Kl)-- 

et  si  le  fluide  est  homogène ,  l'équation  de  continuité  deviendra 

fdd 


oe=  r-rr.  '+ 


Ces 
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Ces  deux  équations  renferment  toute  la  théorie  des  ondulations 
très-petites  des  fluides  homogènes. 

34.  Considérons  une  masse  fluide  homogène  douée  d'un  mou- 
vement uniforme  de  rotation  autour  de  l'axe  des  x.  Soit  n  la 
vitesse  angulaire  de  rotation,  à  une  distance  de  l'axe  que  nous 
prendrons  pour  unité  de  distance  ;  on  aura  p  =  —  nz  ,•  v  =  ; 
l'équation  (H)  du  n°.  précédent,  deviendra  ainsi, 

—  =  £K\ri.  {y£y  +  z£z}  ; 
? 

équation  possible ,  puisque  ses  deux  membres  sont  des  différences 
exactes.  L'équation  {K)  du  même  n°.  deviendra 

o  =  ^.(^)  +  ,.^.(g)+..^.(|)  +  v.^.(J); 

et  il  est  visible  que  cette  équation  est  satisfaite ,  si  la  masse  fluide 
est  homogène.  Les  équations  du  mouvement  des  fluides  sont  donc 
al  ors  satisfaites  ,  et  par  conséquent ,  ce  mouvement  est  possible. 

La  force  centrifuge  à  la  distance  V y*  +  2*  de  l'axe  de  rotation  , 
est  égale  au  quarré  ri .(y1  +  z%)  de  la  vitesse,  divisé  par  cette  dis- 
tance 5  la  fonction  ri.  (y  <Py  +  z  $~z)  est  donc  le  produit  de  la  force 
centrifuge,  par  l'élément  de  sa  direction;  ainsi,  en  comparant 
l'équation  précédente  du  mouvement  du  fluide ,  avec  l'équation 
générale  de  l'équilibre  des  fluides  ,  donnée  dans  le  n°.  17;  on  voit 
que  les  conditions  du  mouvement  dont  il  s'agit ,  se  réduisent  à 
celles  de  l'équilibre  d'une  masse  fluide ,  sollicitée  par  les  mêmes 
forces ,  et  par  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  rotation  ; 
ce  qui  est  visible  d'ailleurs. 

Si  la  surface  extérieure  de  la  masse  fluide  est  libre ,  on  aura 
Sp=o,  à  cette  surface  ,  et  par  conséquent , 

o  =  ri .  (y  S-y  +  z  £  z)  ; 

d'où  il  suit  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  qui  animent  chaque 
molécule  de  la  surface  extérieure,  doit  être  perpendiculaire  à  cette 
surface  ;  elle  doit  être  de  plus ,  dirigée  vers  l'intérieur  de  la  masse 
fluide.  Ces  conditions  étant  remplies  ;  une  masse  fluide  homogène 
sera  en  équilibre  ,  en  supposant  même  qu'elle  recouvre  un  solide 
de  figure  quelconque. 

Mie  an.  cèl.  Tome  I.  N 
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Le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  est  un  de  ceux  dans  les- 
quels la  variation  u.£x  +  v .ty  +  v.fz  n'est  pas  exacte;  car  alors 
cette  variation  devient  —  n.(z£y—y£z);  ainsi  dans  la  théorie 
du  flux  et  du  reflux  de  la  mer ,  on  ne  peut  pas  supposer  que  la 
variation  dont  il  s'agit,  est  exacte  ■  puisqu'elle  ne  l'est  pas  dans  le 
u  très-simple ,  où  la  mer  n'auroit  d'autre  mouvement  que  celui  de 
rotation  qui  lui  est  commun  avec  la  terre. 

35.  Déterminons  maintenant,  les  oscillations  d'une  masse  fluide 
recouvrant  un  sphéroïde  doué  d'un  mouvement  de  rotation  nty 
autour  de  l'axe  des  x  ;  et  supposons-la  très -peu dérangée  de  l'état 
d'équilibre  ,  par  l'action  de  forces  très-petites.  Soit  à  l'origine  du 
mouvement,  r  la  distance  d'une  molécule  fluide,  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde  qu'elle  recouvre ,  et  que  nous  supposerons 
immobile  ;  soit  9  l'angle  que  le  rayon  r  forme  avec  l'axe  des  x , 
et  m  l'angle  que  le  plan  qui  passe  par  l'axe  des  x  et  par  ce  rayon  , 
forme  avec  le  plan  des  x  et  des  y.  Supposons  qu'après  le  temps  t, 
le  rayon  r  se  change  dans  r+*s,  que  l'angle  9  se  change  dans 
6  +  *u,  et  que  l'angle  «  se  change  dans  nt+™  +  a.i>;  as,  au,  et  *v 
étant  de  très-petites  quantités  dont  nous  négligerons  les  quarrés 

et  les  produits  ;  on  aura 

x  =  (r+as).cos.(Q  +  au)  ; 

y  =  (r  +  ct  s). s'm.  (S  +  au). cos.  (nt+vr+*v)  ; 

z  =  (r+as).sm.(t>  +  *u).sin.  (nt+^  +  av). 
Si  l'on  substitue  ces  valeurs,  dans  l'équation  (F)  du  n°.  3a  ,  on 
aura ,  en  négligeant  le  quarré  de  a , 

+  ar%^.jsm.=  9.^J+27z.sm.9.cosJ.^fJ  +  —  .^gjj, 

+a^-{(S)-2"r-sin/9-0) 

Un 

t^L .  fi,  {  (r + us) .  sin.f 9  +  au)  } 2  +  *V—  -. 

A  la  surface  extérieure  du  fluide ,  on  a  S~p  =  o;  on  a  de  plus ,  dans 
l'état  d'équilibre , 

o=-<T.  {(r+*s).sm.(Q  +  *u)}1+(^)  ; 
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(SJ^)  étant  la  valeur  de  SV  api  convient  à  cet  état.  Supposons 
que  le  fluide  dont  il  s'agit,  soit  la  mer  ;  la  variation  (  SV")  sera  le 
produit  de  la  pesanteur  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction. 
Nommons  g  la  pesanteur ,  et  a.y  l'élévation  d'une  molécule  d'eau 
de  sa  surface ,  au-dessus  de  sa  surface  d'équilibre ,  surface  que 
nous  regarderons  comme  le  véritable  niveau  de  la  mer.  La  varia- 
tion (SV)  croîtra  par  cette  élévation  ,  dans  l'état  de  mouvement, 
de  la  quantité  —  ag.  S  y  ;  parce  que  la  pesanteur  est  à  fort  peu  près 
dirigée  dans  le  sens  des  <ty  ,  -et  vers  leur  origine.  En  désignant  en- 
suite par  a.£K',  la  partie  de  SK relative  aux  nouvelles  forces  qui 
clans  l'état  de  mouvement ,  sollicitent  la  molécule ,  et  qui  dépen- 
dent, soit  des  changemens  qu'éprouvent  par  cet  état ,  les  attrac- 
tions du  sphéroïde  et  du  fluide  ,  soit  des  attractions  étrangères  ;  on 
aura  à  la  surface , 

ST=  (SV)  —  a.g.Sy->ra..sy. 

n*  • 
La  variation  — .  S.  {  (r+as).sin.  (Q-\-*u)  }a  croît  de  la  quantité 

arc3. jy.r.àin.*8,  en  vertu  de  la  hauteur  de  la  molécule  d'eau, 
au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ;  mais  cette  quantité  peut  être  né- 
gligée relativement  au  terme  — *g'ty,  parce  que  le  rapport 


7i  .  r 


de  la  force  centrifuge  à  l'équateur,  à  la  pesanteur,  est  une 
$ 

très-petite  fraction  égale  à  j^j.  Enfin,  le  rayon  r  est  à  fort  peu  près 
constant  à  la  surface  de  la  mer ,  parce  qu'elle  diffère  très-  peu  d'une 
surface  sphérique  ;  on  peut  donc  y  supposer  Sr  nulle.  L'équa- 
tion (  L  )  devient  ainsi ,  à  la  surface  de  la  mer , 

^^•{(S)-2n-SinJ'C0Sj-(^)} 
+  r'J1-».  |sin.a9.^^^-|-2ra.sinJ.cosJ.^^  +  2rc.sin.0.fl.^^| 

les  variations  S'y  et  SV  étant  relatives  aux  deux  variables  9  et 

Considérons  présentement ,  l'équation  relative  à  la  continuité 
du  fluide.  Pour  cela,  concevons  à  l'origine  du  mouvement,  un 
parallélipipède  rectangle  dont  la  hauteur  soit  d  r  ,  dont  la  largeur 
soit  rd  -a.  sin.  9 ,  et  dont  la  longueur  soit  rà  9.  Nommons  r',  9'  et  v' 

N2 


ioo 
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ce  que  deviennent  r ,  ietur,  après  le  temps  t.  En  suivant  le  raison- 
nement du  n°.  52,  on  trouvera  qu'après  ce  temps  ,  le  volume  de  la 
molécule  fluide  est  égal  à  un  parallélipipède  rectangle  dontl*  V  a- 

teur  est  (^f-j  • ar  >  ^ont  *a  largeur  est 


r  .  sm. 


en  éliminant  dr ,  au  moyen  de  l'équation 

enfin,  dont k  longueur  est  r\  |(^).dr +  (^-).d 8  +  (^)-<^]  i 
en  éliminant  dr  et  d»,  au  moyen  des  équations 

°=(ï)-^(9-<»+(ë>a- 

En  supposant  donc 

c'=  (77)  •     •  (57)  "~  (77)  •  (57)  •  (tt) + (tf)  •  (57)  *  (77) 

"(tï)-  (77)"(d7)+  (77)'  (77)*  (tï)-^)'  (tï)-  (77) 

le  volume  delà  molécule  après  le  temps  t ,  sera,  S'.  r'\  sin.  9.  dr.  c?0.  dw; 
ainsi  en  nommant  ^ ,  la  densité  primitive  de  cette  molécule ,  et  p 
sa  densité  correspondante  à  t;  on  aura,  en  égalant  l'expression 
primitive  de  sa  masse ,  à  son  expression  après  le  temps  t , 

p . (?V\ sin.  8'-=  (f). r». sin.  9  ; 
c'est  l'équation  de  la  continuité  du  fluide.  Dans  le  cas  présent , 

J—r+ns  ;      â'  =  9  +  aw  ;      ^=nt  +  ^r  +  a.v  ; 
on  aura  ainsi ,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  *% 

Supposons  qu'après  le  temps  f,  la  densité  primitive  Cp;  du  fluide 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  I.  101 

se  change  en  (f)-\-a.f  ;  l'équation  précédente  relative  à  la  conti- 
nuité du  fluide,  donnera 

S  i,  , -  ,  \  f  du\    / dv\     'm. cos.  8  1  /  /d.ras\ 

■  |'  +<'-'-tU)+0-)+-srî-^ 

56.  Appliquons  ces  résultats  aux  oscillations  de  la  mer.  Sa 
masse  étant  homogène ,  on  a  p'  ==  o ,  et  par  conséquent  j 

/d.r2s\  (  f  du\     /  dv\      u.cos.  8  "| 

Supposons,  conformément  à  ce  qui  paroît  avoir  lieu  dans  la  nature , 
la  profondeur  de  la  mer  très-petite  relativement  au  rayon  r  du 
sphéroïde  terrestre  ;  représentons-la  par  y ,  y  étant  une  fonction 
très-petite  de  9  et  de  ^ ,  qui  dépend  de  la  loi  de  cette  profondeur. 
Si  l'on  intègre  l'équation  précédente,  par  rapport  à  r,  depuis  la  sur- 
face du  solide  que  la  mer  recouvre  ,  jusqu'à  la  surface  de  la  mer  s 
on  voit  que  la  valeur  de  *  sera  égale  à  une  fonction  de  9,  m  et  t , 
indépendante  de  r,  plus  à  une  très-petite  fonction  qui  sera  par 
rapport  à  u  et  à  v  ,  du  même  ordre  de  petitesse ,  que  la  fonc- 
y 

tion  y,-  or  à  la  surface  du  solide  que  la  mer  recouvre,  lorsque 

les  angles  9  et  «se  changent  dans  Ô  +  au  ,  et  nt+vr  +  ctf,  il  est 
aisé  de  voir  que  la  distance  d'une  molécule  d'eau ,  contigue  à  cette 
surface,  au  centre  de  gravité  de  la  terre ,  ne  varie  que  d'une  quan- 
tité très-petite  par  rapport  à*aet^,et  du  même  ordre  que  les 
produits  de  ces  quantités  par  l'excentricité  du  sphéroïde  recou- 
vert par  la  mer  :  la  fonction  indépendante  de  r  qui  entre  dans  l'ex- 
pression de  s,  est  donc  très-petite  du  même  ordre  •  ainsi  l'on  peut 
négliger  généralement  s,  vis-à-vis  de  u  et  de  v.  L'équation  du 
mouvement  de  la  mer  à  sa  surface,  donnée  dans  le  n°.  55,  devient 
par-là , 


,9.{(-)_.„.si,,co,,(-)} 


1  équation  (  L  )  du  même  n°.  relative  à  un  point  quelconque  dt 


,'dv 

■  2  7zr.sin.2t).(  -jj 
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l'intérieur  de  la  masse  du  fluide  ,  donne  dans  l'état  d'équilibre , 

et  (fp)  étant  les  valeurs  de  <T^et  de  ?p ,  qui  dans  l'état 
d'équilibre,  conviennent  aux  quantités  r+*s,  Q  +  ttu,  et 
Supposons  que  dans  l'état  de  mouvement ,  on  ait 

l'équation  (L)  donnera 

L'équation  {M)  nous  montre  que  »«f^J  est  du  même  ordre 
que  y  ou s,  et  par  conséquent  de  l'ordre  ^-j  la  valeur  du  pre- 
mier membre  de  cette  équation  ,  est  donc  du  même  ordre  ;  ainsi , 
en  multipliant  cette  valeur,  par  dr,  et  en  l'intégrant  depuis  la 
surface  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre  ,  jusqu'à  la  surface  de 

la  mer  -  on  aura  V—  —  égal  à  une  fonction  très-petite ,  de  l'ordre 
— ,  plus  à  une  fonction  de  9,  *  et  t,  indépendante  de  r,  et  que 

nous  désignerons  par  h  ;  en  n'ayant  donc  égard  dans  l'équation  (L) 
du  n°.  55  ,  qu'aux  deux  variables  8  et  ,  elle  se  changera  dans 
l'équation  (M),  avec  la  seule  différence  que  le  second  membre 
se  changera  dans  «Ta.  Mais  a  étant  indépendant  de  la  profondeur 
à  laquelle  se  trouve  la  molécule  d'eau  que  nous  considérons  ;  si 
l'on  suppose  cette  molécule  très^voisine  de  la  surface, l'équation  (L) 
doit  évidemment  coincider  avec  l'équation  (M);  on  a  donc 
$-k  =  £V' — g-ïy  >  et  Par  conséquent, 

*  \ r '-?-}=* r'— g. tyi 

[  F  ) 

la  valeur  de  S~V  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  étant 
relative  à  la  surface  de  la  mer.  Nous  verrons  dans  la  théorie  du 
flux  et  du  reflux  de  la  mer  ,  que  cette  valeur  est  à  très-peu  près 
la  même ,  pour  toutes  les  molécules  situées  sur  le  même  rayon 
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terrestre  ,  depuis  la  surface  du  solide  que  la  mer  recouvre ,  jusqu'à 
la  surface  de  la  mer;  on  a  donc  relativement  à  toutes  ces  molé- 
cules ,  -y  =g.  £y  ;  ce  qui  donne p  égal  à  pgy  plus  une  fonction 

indépendante  de  9 ,  ™  et  t  ;  or  à  la  surface  du  niveau  de  la  mer , 
la  valeur  de  a.p  est  égale  à  la  pression  de  la  petite  colonne  d'eau  a. y, 
qui  s'élève  au-dessus  de  cette  surface ,  et  cette  pression  est  égale 
h  a. p. gy  ;  on  a  donc ,  dans  tout  l'intérieur  de  la  masse  fluide ,  depuis 
la  surface  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre ,  jusqu'à  la  surface 
du  niveau  de  la  mer,  p'  —  pgy-  ainsi  un  point  quelconque  de 
la  surface  du  sphéroïde  recouvert  par  la  mer ,  est  plus  pressé  que 
dans  l'état  d'équilibre ,  de  tout  le  poids  de  la  petite  colonne  d'eau , 
comprise  entre  la  surface  de  la  mer  et  la  surface  du  niveau.  Cet 
excès  de  pression  devient  négatif ,  dans  les  points  où  la  surface  de 
la  mer  s'abaisse  au-dessous  de  la  surface  du  niveau. 

Il  suit  de  ce  que  nous  venons  de  voir ,  que  si  l'on  n'a  égard 
qu'aux  variations  de  8  et  de  ^5  l'équation  (L)  se  change  dans 
l'équation  (  31)  ,  pour  toutes  les  molécules  intérieures  de  la  masse 
fluide.  Les  valeurs  de  u  et  de  v  relatives  à  toutes  les  molécules 
de  la  mer ,  situées  sur  le  même  rayon  terrestre,  sont  donc  détermi- 
nées par  les  mêmes  équations  différentielles;  ainsi,  en  supposant, 
comme  nous  le  ferons  dans  la  théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la 

mer,  qu'à  l'origine  du  mouvement,  les  valeurs  de  u ,  (^j  ,  P, 

ont  été  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  situées  sur  le  même 
rayon  ;  ces  molécules  resteront  encore  sur  le  même  rayon,  durant 
les  oscillations  du  fluide.  Les  valeurs  de  r,  u  et  v  peuvent  donc 
être  supposées  les  mêmes  à  très-peu  près ,  sur  la  petite  partie  du 
rayon  terrestre ,  comprise  entre  le  solide  que  la  mer  recouvre , 
et  la  surface  de  la  mer  ;  ainsi  ,  en  intégrant ,  par  rapport  à  r  , 
l'équation 

on  aura 

(i-'s)  étant  la  valeur  de  r2s ,  à  la  surface  du  sphéroïde  recouvert 
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par  la  mer.  La  fonction  r's — (r*s)  est  égale  à  très -peu  près  à 

?.s  .  ^s  (s)  }  +  2  ry  (s) ,  (s)  étant  ce  que  devien  l  s ,  à  la  surface  du 

spliéroide  ;  on  peut  négliger  le  terme  %ry.  (s) ,  va  la  petites de 
y  et  de  (s )  ;  on  aura  ainsi , 

r2s—  (r*s)  =sr». 

Maintenant,  la  profondeur  de  la  mer  ,  correspondante  aux  angles 
M*«o,  et  7*£-f^+*^,  est  y  +  *.  {s  —  (sj)  :  si  l'on  fixe  l'origine 
des  angles  8  et  jit+^,  à  un  point  et  à  un  méridien  fixes  sur  la 
surface  de  la  terre ,  ce  qui  est  permis  ,  comme  on  le  verra  bientôt; 

cette  même  profondeur  sera  >  +  aw,(~^j)  plus  l'éléva- 

tion aj  de  la  molécule  fluide  de  la  surface  de  la  mer,  au-dessus 
de  sa  surface  de  niveau  ;  on  aura  donc 

L'équation  relative  à  la  continuité  du  fluide,  deviendra  par  consé- 
quent , 

y  =  -/^V(^V>»'cos-fl.  (N) 

J  \  dù  J      \dv  J         sin.fl  V  ' 

On  peut  observer  que  dans  cette  équation,  les  angles  9  et  ntAr™ 
sont  comptés  relativement  à  un  point  et  à  un  méridien  fixes  sur  la 
terre,  et  que  dans  l'équation  (M),  ces  mêmes  angles  sont  comptés 
relativement  à  l'axe  des  x ,  et  à  un  plan  qui ,  passant  par  cet  axe , 
auroit  autour  de  lui,  un  mouvement  de  rotation  ,  égal  k  n  ;  or  cet 
axe  et  ce  plan  ne  sont  pas  fixes  à  la  surface  de  la  terre,  parce  que 
l'attraction  et  la  pression  du  fluide  qui  la  recouvre,  doivent  altérer 
un  peu  leur  position  sur  cette  surface ,  ainsi  que  le  mouvement  de 
rotation  du  sphéroïde.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que  ces  altérations 
sont  aux  valeurs  de  «.  u  et  de  *p ,  dans  le  rapport  de  la  masse  de  la 
mer ,  à  celle  du  sphéroïde  terrestre  ;  ainsi ,  pour  rapporter  les 
angles  8  et  nt  +  ™ ,  à  un  point  et  à  un  méridien  invariables  à  la 
surface  de  ce  sphéroïde,  dans  les  deux  équations  (M)  et  (N);  il 

suffit  d'altérer  ueïv,  de  quantités  de  l'ordre  ~  et  ,  quantités 
que  nous  nous  sommes  permis  de  négliger  ;  on  peut  donc  sup- 
poser dans  ces  équations  ,  que  au  et  av  sont  les  mouvemens  du 
fluide,  en  latitude  et  en  longitude, 

On 
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On  peut  observer  encore,  que  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde 
été  -"apposé immoi  '<> ,  il  faut  transporter  en  sens  contraire,  aux 
moiécuies  fluides ,  les  forces  dont  il  est  animé  par  la  réaction  de  la 
mer  ;  mais  le  centre  commun  de  gravité  du  sphéroïde  et  de  la  mer, 
ne  changeant  point ,  en  vertu  de  cette  réaction  ;  il  est  clair  que 
le  rapport  de  ces  forces  à  celles  dont  les  molécules  sont  animées 
par  l'action  du  sphéroïde ,  est  du  même  ordre  que  le  rapport  de  la 

masse  fluide  à  celle  du  sphéroïde,  et  par  conséquent,  de  l'ordre  —  ; 
on  peut  donc  les  négliger  dans  le  calcul  de  S~V. 

3 y .  Considérons  de  la  même  manière ,  les  mouvemens  de  l'at- 
mosphère. Nous  ferons  dans  cette  recherche,  abstraction  de  la 
variation  de  la  chaleur ,  à  différentes  latitudes  et  à  diverses  hau- 
teurs ,  ainsi  que  de  toutes  les  causes  irrégulières  qui  l'agitent ,  et 
nous  n'aurons  égard  qu'aux  causes  régulières  qui  agissent  sur  elle , 
comme  sur  l'océan.  Nous  supposerons  conséquemment ,  la  mer 
recouverte  d'un  fluide  élastique  d'une  température  uniforme  ;  nous 
supposerons  encore ,  conformément  à  l'expérience ,  la  densité  de 
ce  fluide ,  proportionnelle  à  sa  pression.  Cette  supposition  donne  à 
l'atmosphère ,  une  hauteur  infinie  ;  mais  il  est  facile  de  s'assurer 
qu'à  une  très-petite  hauteur ,  sa  densité  est  si  petite ,  qu'on  peut  la 
regarder  comme  nulle. 

Cela  posé ,  nommons  s',  u  et  v\  pour  les  molécules  de  l'atmo- 
sphère ,  ce  que  nous  avons  nommé  s,uetv,  pour  les  molécules  de 
la  mer  ;  l'équation  (Z)  du  n°.  55,  donnera 

""•M-{(:S:)-2"-sin-j-co3-(-(¥)} 

«r.*  .jsi„,».(^)+2„.sin.,.co,9.(^)+^ .  (§)} 

+ a*r '  { il?) ~~2nr- sin-*9 ' (^)}=7"<r*  {(r+us')- sin- 0+*"')}* 

p 

Considérons  d'abord  l'atmosphère  dans  l'état  d'équilibre,  dans 
lequel  s',  u'  et  v  sont  nuls.  L'équation  précédente  donne  alors,  en 
l'intégrant , 

— .  r\  sin.3  8  +  V—  f—  =  constante. 
Mécan.  cix.  Tome  I.  O 
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La  pression  p  étant  supposée  proportionnelle  à  la  densité  ;  nous 
ferons p  =  Lg.?,g  étant  la  pesanteur  dans  u  Heu  déterminé  Le 
nous  supposerons  être  l'équateur,  et  /  étant  une  quantité  constante 
qui  exprime  la  hauteur  de  l'atmosphère  supposée  par-tout  de  la 
même  densité ,  qu'à  la  surface  de  la  mer  :  cette  hauteur  est  très- 
petite  par  rapport  au  rayon  du  sphéroïde  terrestre  ,  dont  elle  n  est 
pas  la  720Ume  partie. 

L'intégrale/^  est  égale  à  Ig.lôg.?  S  l'équation  précédente  de 
l'équilibre  de  l'atmosphère  devient  par  conséquent , 
IgAog.  P  s=  constante ^.sin-4  9. 
A  la  surface  de  la  mer  ,  la  valeur  de  K  est  la  même  pour  une 
molécule  d'air ,  que  pour  la  molécule  d'eau  qui  lui  est  contigue 
parce  que  les  forces  qui  sollicitent  l'une  et  l'autre  molécule ,  sont 
les  mêmes  3  mais  la  condition  de  l'équilibre  des  mers,  exige  que 
l'on  ait 

— .  r* .  s  in.1 9  =  constante  ; 
on  a  donc,  à  cette  surface  ,  P  constant,  c'est-à-dire  que  la  densité 
de  la  couche  d'air  ,  contigue  à  la  mer ,  est  par-tout  la  même ,  dans 
l'état  d'équilibre.  ; 

Si  l'on  nomme  R,  la  partie  du  rayon  r,  comprise  entre  le  centre 
du  sphéroïde  ,  et  la  surface  de  la  mer ,  et  r  la  partie  comprise  entre 
cette  surface  et  une  molécule  d'air  élevée  au-dessus  ;  r  sera  aux 

(-  A 

quantités  près  de  l'ordre  \e.ll ,  la  hauteur  de  cette  molécule 
au-dessus  de  la  surface  de  la  mer  :  nous  négligerons  les  quantités 
de  cet  ordre.  L'équation  entre  p  et  r  donnera 

(à  V  \     r'2    (ddV\      n'         .  2fl 

Z^.log.p  =  constante  +  ^+r'.^)  +  -  •  \j? )+  T  'sm- 
+  «2.Kr'.sin.29  ; 

les  valeurs  de  V,  (J)  et  étant  relatives  à  la  surface  de  la 

mer  où  l'on  a , 

constante  =       - .  R*  •  sin.s  9  ; 
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la  quantité  — i^d~)  —  "=J^*sul-°^  j  est  la  pesanteur  à  cette  même 
svm_  ;c  ■  nous  la  désignerons  par  g.  La  fonction  étant  mul- 

tipliée par  la  quantité  très-petite  r'*,  nous  pouvons  la  déterminer 
dans  la  supposition  de  la  terre  spliérique ,  et  négliger  la  densité  de 
l'atmosphère  relativement  à  celle  de  la  terre  ;  nous  aurons  ainsi,  à 
fort  peu  près , 

ii  /ddV\  2  m  a  g' 

j?i  étant  la  masse  de  la  terre:  partant  [— —    =  =  —  . 

'  L  \df-  )  Rs  R  ' 

on  aura  donc  /g-.log.  p  ==  constante  —  r'g — ~^'S'  >  ^'ou  l'on  ^re 
p  =U.c 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité , 
et  n  étant  une  constante  visiblement  égale  à  la  densité  de  l'air  à  la 
surface  de  la  mer.  Nommons  h  et  h'  les  longueurs  du  pendule  à 
seconde ,  à  la  surface  de  la  mer ,  sous  l'équateur ,  et  à  la  latitude  de 

la  molécule  aérienne  que  nous  considérons  ;  on  aura  —  ===-—  ,  et 

g  h 

par  conséquent,  r'h'    /       r  \ 

P  =n.c 

Cette  expression  de  la  densité  de  l'air ,  fait  voir  que  les  couches  de 
même  densité ,  sont  par-tout  également  élevées  au-dessus  de  la 

mer ,  à  la  quantité  près  — — -        ;  mais  dans  le  calcul  exact  des 

hauteurs  des  montagnes  ,  par  les  observations  du  baromètre ,  cette 
quantité  ne  doit  point  être  négligée. 

Considérons  présentement ,  l'atmosphère  dans  l'état  de  mouve- 
ment ;  et  déterminons  les  oscillations  d'une  couche  de  niveau ,  ou 
de  même  densité  dans  l'état  d'équilibre.  Soit  ,  l'élévation  d'une 
molécule  d'air  au-dessus  de  la  surface  de  niveau  à  laquelle  elle 
appartient  dans  l'état  d'équilibre  ;  il  est  clair  qu'en  vertu  de  cette 
élévation  ,  la  valeur  de  Jasera  augmentée  de  la  variation  difFé-r 
rentielle  —  ag->?;  0n  aura  ainsi,  PpT~=  (S~F")—a.  g.S-tp  +  a.S>V ; 

O  2 
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(S-T^)  étant  la  valeur  de  £V,  qui  clans  l'état  d'équilibre  ,  corres- 
pond à  la  couche  de  niveau  ,  et  aux  angles  9  4-  «  u  ,  et  n  #4- «,+*.«  ; 
et         étant  la  partie  de  £  V,  due  aux  non    ; J  les  forces  qi  aaas 
l'état  de  mouvement,  agitent  l'atmosphère. 

Soit  p  =  (p)  +  *p' ,  (?)  étant  la  densité  de  la  couche  de  niveau, 

„ .  V 

dans  l'état  d'équilibre.  Si  l'on  fait  —  —y ,  on  aura 

?  (?) 
or  on  a  dans  l'état  d'équilibre , 

l'équation  générale  du  mouvement  de  l'atmosphère,  deviendra  donc 
relativement  aux  couches  de  niveau ,  par  rapport  auxquelles  «Tr 
est  nul  à  très-peu  près , 

r2'^-{(7F)-27Z-sin-ô-cosJ-(ï)} 

+  ,^.jsm.*9.(^—  j  +  3».sm.8.cos.fl.^17  J  +  — —\Tt)\ 

—  s-y—  g.fç—  g-.=ry+wv.sin.29.<r.  {«'— (V;>  ? 

«  (V)  étant  la  variation  de  r,  correspondante  dans  l'état  d'équilibre, 
aux  variations  au'  et  ap' ,  des  angles  9  et  «r. 

Supposons  que  toutes  les  molécules  d'air  situées  à  l'origine,  sur  le 
même  rayon  terrestre  ,  restent  constamment  sur  un  même  rayon 
dans  l'état  de  mouvement ,  ce  qui  a  lieu ,  par  ce  qui  précède  ,  dans 
les  oscillations  de  la  mer;  et  voyons  si  cette  supposition  peut 
satisfaire  aux  équations  du  mouvement  et  de  la  continuité  du  fluide 
atmosphérique.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  que  les  valeurs  de  z/et  de 
v  soient  les  mêmes  pour  toutes  ces  molécules;  or  la  valeur  de  £V. 
est  à  très-peu  près  la  même  pour  ces  molécules,  comme  on  le  verra 
lorsque  nous  déterminerons  ,  dans  la  suite ,  les  forces  d'où  résulte 
cette  variation;  il  est  donc  nécessaire  que  les  variations  J>  et  S  y' 
soient  les  mêmes  pour  ces  molécules,  et  de  plus,  que  les  quantités 

un  r.  f*r.  sm.*6.(^J,  et  n'r.  sin.2  9.  <T.  {V  — (Vj),  puissent  être 

négligées  dans  l'équation  précédente. 

A  la  surface  de  la  mer,  on  a  <p=y7  *y  étant  l'élévation  de  la 
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surface  de  la  mer  au-dessus  de  sa  surface  de  niveau.  Examinons  si 
lej  suppositions  de  0  égal  ky,  et  de  y  constant  pour  toutes  les 
i&oleunles  d'air,  situ  ss  sur  le  même  rayon,  peuvent  subsister  avec 
l'équation  de  la  continuité  du  fluide.  Cette  équation,  parle  n°.  55, 
est, 

d'où  l'on  tire 

,  f /d.r*s'\  •  /du'\    fdv'\  i/.cosJ") 

9  =     \V^~) + + W + 

ri- as'  est  égal  à  la  valeur  de  r  de  la  surface  de  niveau  ,  qui  corres- 
pond aux  angles  fl  +  au  ,  et  +  ap ,  plus  àl'élévation  de  la  molécule 
d'air  au-dessus  de  cette  surface  3  la  partie  de  a  s'  qui  dépend  de 

i  ■•        1-       1/1  .  an^.u 

la  variation  des  angles  8  et      étant  de  l'ordre   ,  on  peut  la 

S 

négliger  dans  l'expression  précédente  de  <y\  et,  par  conséquent, 
supposer  dans  cette  expression,  s'=  <pj  si  l'on  fait  ensuite  q>  =y , 

on  aurai  —  1  =  o  ,  puisque  la  valeur  de  <p  est  alors  la  même  rela- 
tivement à  toutes  les  molécules  situées  sur  le  même  rayon.  De 

plus,  y  est ,  par  ce  qui  précède  ,  de  l'ordre  /,  ou  —  ;  l'expression 
de  y'  deviendra  ainsi,  * 

y =-1.1  (±L\ '  >]  . 

ainsi,  et  </  étant  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  situées 
primitivement  sur  le  même  rayon ,  la  valeur  de  y'  sera  la  même 
pour  toutes  ces  molécules.  De  plus  ,  il  est  visible  par  ce  que  nous 

venons  de  dire,  que  les  quantités  2  n  r .  JW.  sin.a  S  .  (^jj  ,  et 

/îV.sin."  8.J\  {s — (s')}  ,  peuvent  être  négligées  dans  l'équation 
précédente  du  mouvement  de  l'atmosphère ,  qui  peut  alors  être 
satisfaite ,  en  supposant  que  u'  et  v'  sont  les  mêmes  pour  toutes 
les  molécules  de  l'air,  situées  primitivement  sur  le  même  rayon;  la 
supposition  que  toutes  ces  molécules  restent  constamment  sur  un 
même  rayon ,  durant  les  oscillations  du  fluide ,  peut  donc  subsister 
avec  les  équations  du  mouvement  et  de  la  continuité  du  fluide 
atmosphérique.  Dans  ce  cas ,  les  oscillations  des  diverses  couches 
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de  niveau  sont  les  mêmes ,  et  se  déterminent  au  moyen  des  équa- 


lio 


^^.[(^)-2rc.sinJ.cosJ.(^ 

f  /du'\      fdv'\      u'.cos.fl  ) 

Ces  oscillations  de  l'atmosphère  doivent  produire  des  oscillations 
analogues,  clans  les  hauteurs  du  baromètre.  Pour  déterminer 
celles-ci  au  moyen  des  premières  ,  considérons  un  baromètre  fixe 
à  une  hauteur  quelconque  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer.  La 
hauteur  du  mercure  est  proportionnelle  à  la  pression  qu'éprouve 
sa  surface  exposée  à  l'action  de  l'air  ;  elle  peut  donc  être  repré- 
sentée par  lg.  p  ;  mais  cette  surface  est  successivement  exposée  à 
l'action  de  diverses  couches  de  niveau ,  qui  s'élèvent  et  s'abaissent 
comme  la  surface  de  la  mer  ;  ainsi  la  valeur  de  p  à  la  surface  du 
mercure  ,  varie ,  i°.  parce  qu'elle  appartient  à  une  couche  de  ni- 
veau, qui  dans  l'état  d'équilibre  ,  étoit  moins  élevée,  delà  quan- 
tité *y  /  2°.  parce  que  la  densité  d'une  couche  augmente  dans  l'état 

de  mouvement ,  de  *  P'  ou  de  ^j^.  En  vertu  de  la  première  cause, 

la  variation  de  P  est  —  *y .         ,  ou  ^y^-  ;  la  variation  totale  de 

(y-\~yr) 

la  densité  P ,  à  la  surface  du  mercure,  est  donc  afpj. — — .  Il  suit 

de-là.  que  si  l'on  nomme  h  la  hauteur  du  mercure,  dans  le  baro- 
mètre ,  relative  à  l'état  d'équilibre  ;  ses  oscillations ,  dans  l'état  de 

mouvement ,  seront  exprimées  par  la  fonction  -  ;  elles 

sont  donc  semblables,  à  toutes  les  hauteurs  au-dessus  de  la  mer ,  et 
proportionnelles  aux  hauteurs  du  baromètre. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant,  pour  déterminer  les  oscillations  de  la 
mer  et  de  l'atmosphère ,  que  de  connoître  les  forces  qui  agitent 
ces  deux  masses  fluides  ,  et  d'intégrer  les  équations  différentielles 
précédentes  ;  c'est  ce  que  nous  ferons  dans  la  suite  de  cet  ouvrage. 
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DE  LA  LOI  DE  LA  PESANTEUR  UNIVERSELLE,  ET  DU 
MOUVEMENT  DES  CENTRES  DE  CRAV I  TÉ  DES 
CORPS  CÉLESTES. 


CHAPITRE  PREMIER. 


De  la  loi  de  la  pesanteur  universelle ,  tirée  des  phénomènes. 

1 .  Après  avoir  développé  les  loix  du  mouvement  ;  nous  allons 
en  partant  de  ces  loix ,  et  de  celles  des  mouvemens  célestes ,  pré- 
sentées avec  détail  dans  l'ouvrage  intitulé  :  Exposition  du  système 
du  monde ,  nous  élever  à  la  loi  générale  de  ces  mouvemens.  Celui 
de  tous  les  phénomènes ,  qui  semble  le  plus  propre  à  la  faire  décou- 
vrir, est  le  mouvement  elliptique  des  planètes  et  des  comètes  au- 
tour du  soleil;  voyons  ce  qu'il  donne  sur  cet  objet.  Pour  cela, 
nommons  x  et  y  ,  les  coordonnées  rectangles  d'une  planète,  dans 
le  plan  de  son  orbite,  et  fixons  leur  origine,  au  centre  du  soleil; 
nommons  de  plus,  P  et  Q  les  forces  dont  cette  planète  est  animée 
dans  son  mouvement  relatif  autour  du  soleil,  parallèlement  aux 
axes  des  x  et  des  y ,  et  supposons  que  ces  for-ces  tendent  vers  l'oxi- 
gine  des  coordonnées  ;  enfin ,  soit  dt  l'élément  du  temps  que  nous 
regarderons  comme  constant;  on  aura,  par  le  Chapitre  II  du 
premier  Livre, 

o 
o 


ddx 


P; 


(0 

(2) 
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Si  l'on  ajoute  la  première  de  ces  équations,  multipliée  par  — y.  à 

la  seconde  multipliée  par  x  ;  on  aura 

d.fxdy — ydx)  _  „ 

°r.-  .  *r .....  +.';?~J:F: 

Il  est  aisé  de  voir  que  xdy — ydx  est  le  double  de  l'aire  que  le 
rayon  vecteur  de  la  planète  décrit  autour  du  soleil ,  dans  l'ins- 
tant dt;  cette  aire  est  proportionnelle  à  l'élément  du  temps,  sui- 
vant la  première  loi  de  Kepler ,  en  sorte  que  l'on  a 

x  dj — y dx  =  c dt , 

c  étant  une  constante  ;  la  différentielle  dn  premier  membre  de 
cette  équation  est  donc  nulle  ;  ce  qui  donne 

x .  Q  — y .  P  =  o. 

Il  suit  de-là  que  les  forces  P  et  Q  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  x  h  y  ;  et  qu'ainsi  leur  résumante  passe  par  l'origine  des  coor- 
données ,  c'est-à-dire  par  le  centre  du  soleil.  D'ailleurs ,  la  courbe 
décrite  par  la  planète  étant  concave  vers  le  soleil,  il  est  visible  que 
la  force  qui  la  fait  décrire ,  tend  vers  cet  astre. 

La  loi  des  aires  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  dé- 
crire ,  nous  conduit  donc  à  ce  premier  résultat  remarquable,  savoir 
que  la  force  qui  sollicite  les  planètes  et  les  comètes,  est  dirigée  vers 
le  centre  du  soleil, 

1.  Déterminons  maintenant,  la  loi  suivant  laquelle  cette  force 
agit  à  différentes  distances  de  cet  astre.  Il  est  clair  que  les  planètes 
et  les  comètes  s'approchantet  s'éloignant  alternativement  du  soleil, 
à  chaque  révolution  ;  la  nature  du  mouvement  elliptique  doit  nous 
conduire  à  cette  loi.  Reprenons  dans  cette  vue,  les  équations  diffé- 
rentielles (1)  et  (2)  du  n°.  précédent.  Si  l'on  ajoute  la  première 
multipliée  par  dx,  à  la  seconde  multipliée  par  dy,  on  aura 
dx.ddx -\-dy.ddy 

0  =  —  ^+Pdx+Qdy  i 

et  en  intégrant , 

0=  dx^fy'  +*.J(Pdx+Qdy), 

dt 

la  constante  arbitraire  étant  indiquée  par  le  signe  intégral.  En  subs- 
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tituant,  au  lieu  de  dt,  sa  valeur  X^  ■  •^'r,  donnée  par  la  loi  de  la 
f  :         ionnalité  des      es  aux  temps ,  on  aura 

Transformons  ,  pour  plus  de  simplicité,  les  coordonnées  x  et  y, 
en  rayon  vecteur ,  et  en  angle  traversé ,  conformément  aux  usages 
astronomiques.  Soit  r  le  rayon  mené  du  centre  du  soleil  à  celui 
de  la  planète,  ou  son  rayon  vecteur;  soit  v l'angle  qu'il  forme  avec 
l'axe  des  x  ;  on  aura 

x  =  r. cos. v  i     y—r.sm.p;      r=V  x^-\-y'1  ; 
d'où  l'on  tire , 

daf+dy*=:ifidr%+dT*  ;     xdy—ydx  —  r*dv. 
Si  l'on  désigne  ensuite  par  <p  la  force  principale  qui  anime  la  pla- 
nète ;  on  aura ,  par  le  n°.  précédent , 

ce  qui  donne 

P  d  x  +  Q  dy  =  p  d  r  / 

on  aura  donc 
d'où  l'on  tire 


e.  f  r*dv*-\-dr2} 
cdr 

du  =  —  — .       (3  ) 

r.  y—  c2—  sr'Jç  dr 


Cette  équation  donnera,  au  moyen  des  quadratures  ,  la  valeur  de  v. 
en  r,  lorsque  la  force  <p  sera  connue  en  fonction  de  r;  mais  si,  cette 
force  étant  inconnue ,  la  nature  de  la  courbe  qu'elle  fait  décrire , 
est  donnée  ;  alors ,  en  différentiant  l'expression  précédente  de 
2fy  dr ,  on  aura  pour  déterminer  <p  ,  l'équation 


c*  c» 
r3  a 


dr 

Les  orbes  des  planètes  sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil 
occupe  un  des  foyers  ;  or  si  dans  l'ellipse  ,  on  nomme  <w  l'angle  que 
le  grand  axe  fait  avec  l'axe  des  x  ;  si ,  de  plus ,  on  fixe  au  foyer, 
Mécan,  cél.  Tome  I.  P 
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l'origine  des  x,  et  que  l'on  désigne  par  a ,  le  demi-grand  axe ,  et 
par  e ,  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  ;  on  surs 

r~    ,  — ~  -/ 

i  +  e.cos.fy  —  g) 

équation  qui  devient  celle  d'une  parabole  ,  lorsque  e—i ,  et  a  est 
infini  ;  et  qui  appartient  à  l'hyperbole  ,  lorsque  e  surpasse  l'unité, 
et  a  est  négatif.  Cette  équation  donne 

  ,     .    -    4 

rtdv*  ~~  ar.(l—e?)       t*       a*.(i  —  e>)' 
et  par  conséquent , 

c»  1 
<P_ "  a.(i  —  e")      r»  ' 
ainsi  les  orbites  des  planètes  et  des  comètes  étant  des  sections  coni- 
ques ;  la  force  p  est  réciproque  au  quarré  de  la  distance  du  centre 
de  ces  astres  à  celui  du  soleiL 

On  voit  de  plus  ,  que  si  la  force  <p  est  réciproque  au  quarré  de 

la  distance,  ou  exprimée  par  — ,  h  étant  un  coefficient  constant  5 

l'équation  précédente  des  sections  coniques ,  satisfera  à  l'équation 
différentielle  (4)  entre  r  et  *>,  que  donne  l'expression  de  <p ,  lors- 

qu'on  y  change  9  dans—.  On  a  alors  h  =  ~^ZZ^->  ce  <1U1  iorme 

une  équation  de  condition  entre  les  deux  arbitraires  a  et  <?,  de 
l'équation  aux  sections  coniques  ;  les  trois  arbitraires  a,  e  et^,  de 
cette  équation,  se  réduisent  donc  à  deux  seules  arbitraires  dis- 
tinctes ,  et  comme  l'équation  différentielle  entre  r  et  V ,  n'est  que 
du  second  ordre  ,  l'équation  finie  aux  sections  coniques ,  en  est 
l'intégrale  complète. 

Il  suit  de-là  que  si  la  courbe  décrite  est  une  section  conique, 
la  force  est  en  raison  inverse  du  quarré  des  distances  ;  et  récipro- 
quement ,  que  si  la  force  suit  la  raison  inverse  du  quarré  des  dis- 
tances ,  la  courbe  décrite  est  une  section  conique. 

5.  L'intensité  de  la  force relativement  à  chaque  planète  et 

à  chaque  comète,  dépend  du  coefficient  ^  (-l_e^  >  les  loix  cle 
Kepler  donnent  encore  le  moyen  de  le  déterminer.  En  effet ,  si 
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l'on  nomme  Tle  temps  de  la  révolution  d'une  planète;  l'aire  que  son 
ecteur  décrit  tendant  ce  temps  ,  étant  la  surface  même  de 
l'elIijUe  planétaire,  eJle  sera  ^r.a3.  V \ — e" ,  t  étant  le  rapport  de 
la  demi- circonférence  au  rayon  ;  mais  l'aire  décrite  pendant  l'ins- 
tant dt,  est,  par  ce  qui  précède,  ^cdt ;  la  loi  de  la  proportion- 
nalité des  aires  aux  temps  ,  donnera  donc  la  proportion  , 

i.cdt  :7ra\  V\  —  e*'.\dt:  T  ; 

d'où  l'on  tire 

2T.a!.l/  1  —  e1 

c  —  1  . 

T 

Relativement  aux  planètes  ,  la  loi  de  Kepler ,  suivant  laquelle  les 

quarrés  des  temps  de  leurs  révolutions  ,  sont  comme  les  cubes  des 

grands  axes  de  leurs  ellipses,  donne  Ta=£\a3,  k  étant  le  même 

pour  toutes  les  planètes  ;  on  a  donc 

  2ir.  (/ a.(i — e?) 

c  g  _* 

sia.  (\  —  e*)  est  le  paramètre  de  l'orbite,  et  dans  diverses  orbites  , 
les  valeurs  de  c  sont  comme  les  aires  tracées  par  les  rayons  vecteurs 
en  temps  égal  ;  ces  aires  sont  donc  comme  les  racines  quarrées  des 
paramètres  des  orbites. 

Cette  proportion  a  également  lieu  relativement  aux  orbites  des 
comètes,  comparées  soit  entre  elles,  soit  aux  orbites  des  planètes  ; 
c'est  un  des  points  fondamentaux  de  leur  théorie  qui  satisfait  si 
exactement  à  tous  leurs  mouvemens  observés.  Les  grands  axes  de 
leurs  orbites,  et  les  temps  de  leurs  révolutions  étant  inconnus, 
on  calcule  le  mouvement  de  ces  astres ,  dans  une  orbe  parabo- 
lique ,  et  en  exprimant  par  D  leur  distance  périhélie ,  on  suppose 

c  =  ,  ce  qui  revient  à  faire  e  égal  à  l'unité ,  et  a  infini , 

dans  l'expression  précédente  de  ej  on  a  donc  encore  relativement 
aux  comètes  ,T'=k2.  a\ en  sorte  que  l'on  peut  déterminer  les  grands 
axes  de  leurs  orbites  ,  lorsque  leurs  révolutions  sont  connues. 
Maintenant ,  l'expression  de  c  donne 

c2  4t* 


lib 

on  a  donc 
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Y    ï  •  * 

Le  coefficient^  étant  le  même  pour  toutes  les  planète,  et  les 

comètes ,  il  en  résulte  que  pour  chacun  de  ces  corps  ,  la  force  * 
est  réciproque  au  quarré  des  distances  au  centre  du  soleil ,  et  qu'elle 
ne  Tarie  d'un  corps  à  l'autre  ,  qu'à  raison  de  ces  distances  ;  d'où  il 
suit  qu'elle  est  la  même  pour  tous  ces  corps  supposés  à  égale  dis- 
tance du  soleil. 

Nous  voilà  donc  conduits  par  les  belles  loix  de  Kepler,  à  regar- 
derie centre  du  soleil ,  comme  le  foyer  d'une  force  attractive  qui 
s'étend  à  l'infini  dans  tous  les  sens,  en  décroissant  en  raison  du 
quarré  des  distances.  La  loi  de  la  proportionnalité  des  aires  décrites 
par  les  rayons  vecteurs ,  aux  temps  employés  à  les  décrire  ,  nous 
montre  que  la  force  principale  qui  sollicite  les  planètes  et  les  co- 
mètes ,  est  constamment  dirigée  vers  le  centre  du  soleil  ;  l'elhpti- 
cité  des  orbes  planétaires  ,  et  les  mouvemens  à  très-peu  près  para- 
boliques des  comètes,  prouvent  que  pour  chaque  planète  et  pour 
chaque  comète ,  cette  force  est  réciproque  au  quarré  de  la  distance 
de  ces  astres  au  soleil  ;  enfin,  de  la  loi  de  la  proportionnalité  des 
quarrés  des  temps  des  révolutions,  aux  cubes  des  grands  axes 
des  orbites ,  ou  de  celle  de  la  proportionnalité  des  aires  décrites  en 
temps  égal  par  les  rayons  vecteurs,  dans  différentes  orbites,  aux 
racines  quarrées  des  paramètres  de  ces  orbites,  loi  qui  renferme  la 
précédente  et  qui  s'étend  aux  comètes  ;  il  résulte  que  cette  force  est 
la  même  pour  toutes  les  planètes  et  les  comètes  placées  à  égales  dis- 
tances du  soleil ,  en  sorte  que  dans  ce  cas,  ces  corps  se  précipite- 
roientvers  lui,  avec  la  même  vitesse. 

4.  Si  des  planètes  nous  passons  aux  satellites,  nous  trouvons 
que  lés  loix  de  Kepler  étant  à-peu-près  observées  dans  leurs  mou- 
vemens autour  de  leurs  planètes  ,  ils  doivent  graviter  vers  les 
centres  de  ces  planètes ,  en  rayon  inverse  du  quarré  de  leurs  dis- 
tances à  ces  centres  ;  ils  doivent  pareillement  graviter  à-peu-près 
comme  leurs  planètes  vers  le  soleil  ,  afin  que  leur  mouvement 
relatif  autour  des  planètes,  soit  le  même  à-peu-près,  que  si  ces  pla- 
nètes étaient  immobiles.  Les  satellites  sont  donc  sollicités  vers  les 
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planètes  et  vers  le  soleil,  par  des  forces  réciproques  au  quarré  des 
-ces.  L'ellipticité  des  orbites  des  trois  premiers  satellites  de 
Jupuepestpeu  coil  xérable;  mais  l'ellipticité  du  quatrième  est  très- 
sensible.  Le  grand  éloignement  de  Saturne  a  jusqu'ici  empêché  de 
reconnoître  l'ellipticité  des  orbes  de  ses  satellites  ,  à  l'exception  du 
sixième  dont  l'orbe  paroît  sensiblement  elliptique.  Mais  la  loi  de  la 
gravitation  des  satellites  de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus ,  se  fait 
principalement  sentir  dans  le  rapport  de  leurs  moyens  mowve- 
mens,  à  leurs  moyennes  distances  au  centre  de  ces  planètes.  Ce 
rapport  corniste  en  ce  que  pour  chaque  système  de  satellites ,  les 
quarrés  des  temps  de  leurs  révolutions  sont  comme  les  cubes  de 
leurs  moyennes  distances  au  centre  de  la  planète.  Concevons  donc 
qu'un  satellite  décrive  une  orbite  circulaire  d'un  rayon  égal  à  sa 
moyenne  distance  au  centre  de  la  planète  principale  ;  soit  a  cette 
distance ,  T  le  nombre  de  secondes  que  renferme  la  durée  de  sa 
révolution  sydérale  ;  ir  exprimant  le  rapport  de  la  demi-circonfé- 
rence au  rayon  ,  sera  le  petit  arc  que  décrit  le  satellite ,  pen- 
dant une  seconde.  S'il  cessoit  d'être  retenu  dans  son  orbite  ,  par  la 
force  attractive  de  la  planète  ,  il  s'éloigneroit  de  son  centre  par 

la  tangente  ,  d'une  quantité  égale  au  sinus  verse  de  1  arc  -y-,  c  est- 
n-dire  de  la  quantité  -^-y  cette  force  attractive  le  fait  donc  des- 
cendre de  cette  quantité,  vers  la  planète.  Relativement  à  un  autre 
satellite  dont  a!  est  la  moyenne  distance  au  centre  de  la  planète ,  et 
J"  la  durée  de  sa  révolution,  réduite  en  secondes  ,  la  chute  dans 

une  seconde  seroit  i~r-  ;  or  si  l'on  nomme  ?  et    les  forces  attrac- 

tives  de  la  planète  aux  distances  a  et  a',  il  est  clair  qu'elles  sont 
comme  les  quantités  dont  elles  font  descendre  les  deux  satellites 

pendant  une  seconde  ;  on  a  donc 

,    2  an*   2  a'** 


La  loi  des  quarrés  des  temps  des  révolutions ,  proportionnels  aux 
cubes  des  moyennes  distances  des  satellites  au  centre  de  leur  pla- 
nète, donne  T%  :  T'2  ::  à3  :  a'3  ■ 
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de  ces  deux  proportions  ,  il  est  facile  de  conclure 

,11 

o'  a 

ainsi  ,  les  forces  <p  et  <p'  sont  réciproques  aux  quarrés  des  distances 
a  et  a . 

5.  La  terre  n'ayant  qu'un  satellite ,  l'ellipticité  de  l'orbe  lunaire 
est  le  seul  phénomène  céleste  qui  puisse  nous  faire  connoître  la  loi 
de  sa  force  attractive  ;  mais  le  mouvement  elliptique  de  la  lune  est 
très-sensiblement  troublé  par  les  forces  perturbatrices  ,  et  cela 
peut  laisser  quelques  doutes  sur  la  loi  de  la  diminution  de  la  force 
attractive  de  la  terre,  en  raison  du  quarré  des  distances  à  son 
centre.  A  la  vérité ,  l'analogie  qui  existe  entre  cette  force  et  les 
forces  attractives  du  Soleil,  de  Jupiter,  de  Saturne  et  d'Uranus , 
nous  porte  à  croire  qu'elle  suit  la  même  loi  de  diminution  ;  mais 
les  expériences  terrestres  sur  la  pesanteur,  offrent  un  moyen  direct 
de  constater  cette  loi, 

Pour  cela ,  nous  allons  déterminer  la  parallaxe  lunaire  ,  d'après 
les  expériences  sur  Ja  longueur  du  pendule  à  secondes  ,  et  la  com- 
parer aux  observations  célestes.  Sur  le  parallèle  dont  le  quarré  du 
sinus  de  la  latitude  est  f ,  l'espace  que  la  pesanteur  fait  décrire 
dans  une  seconde  ,  est,  d'après  les  observations  de  la  longueur  du 
pendule ,  égale  à  5raétres,  65548 ,  comme  on  le  verra  dans  le  troisième 
livre  :  nous  choisissons  ce  parallèle ,  parce  que  l'attraction  de  la 
terre  sur  J.és  points  correspondans  de  sa  surface,  est  à  très-peu 
près  ,  comme  à  la  distance  de  la  lune  ,  égale  à  la  masse  de  la  terre  , 
divisée  par  le  quarré  de  sa  distance  à  son  centre  de  gravité.  Sur  ce 
parallèle  ,  la  pesanteur  est  plus  petite  que  l'attraction  de  la  terre , 
des  deux  tiers  de  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  rota- 
tion à  l'équateur  ;  cette  force  est^  de  la  pesanteur  ;  il  faut  donc 
augmenter  l'espace  précédent,  de  sa  432iéme  partie ,  pour  avoir  l'es- 
pace  entier  dû  à  l'action  de  la  terre ,  qui  sur  ce  parallèle ,  est  égale  à 
sa  masse  divisée  par  le  quarré  du  rayon  terrestre  :  on  aura  ainsi , 
3n,%  66594,  pour  cet  espace.  A  la  distance  de  la  lune,  il  doit  être 
diminué  dans  le  rapport  du  quarré  du  rayon  du  sphéroïde  ter- 
restre ,  au  quarré  de  la  distance  de  cet  astre,  et  ï\  est  visible  qu'il 
suffit  pour  cela ,  de  le  multiplier  par  Je  quarré  du  sinus  de  la  parai- 
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laxe  lunaire;  en  désignant  donc  par  x,  ce  sinus  sous  le  parallèle 
nue  nous  considérons;  on  aura  x'.5me,  665g4  ,  pour  la  hauteur 
tli  la  lune  doit  t»  ber  dans  une  seconde,  par  l'attraction  de  la 
terre.  Mais  nous  verrons  dans  la  théorie  de  la  lune ,  que  l'action 
du  soleil  diminue  sa  pesanteur  vers  la  terre  ,  d'une  quantité  dont 
la  partie  constante  est  de  cette  pesanteur;  de  plus ,  la  lune,  dans 
son  mouvement  relatif  autour  de  la  terre ,  est  sollicitée  par  une  force 
égale  à  la  somme  des  masses  de  la  terre  et  de  la  lune,  divisée  par  le 
quarré  de  leur  distance  mutuelle;  il  faut  donc  diminuer  l'espace  pré- 
cédent ,  de  jf| ,  et  l'augmenter  dans  le  rapport  de  la  somme  des 
masses  de  la  terre  et  de  la  lune ,  à  la  masse  de  la  terre  ;  or  on  verra 
dans  le  quatrième  livre,  que  les  phénomènes  du  flux  et  du  reflux 

de  la  mer,  donnent  la  masse  de  la  lune  égale  à  — —  de  celle  de  la 

58,7 

35"7   5q  7 

terre;  on  a  donc  ^.^..!t;\5me,663g4  ,  pour  l'espace  dont  la 

lune  descend  vers  la  terre,  dans  l'intervalle  d'une  seconde. 

Maintenant ,  si  l'on  nomme  a  le  rayon  moyen  de  l'orbe  lunaire , 
et  T,  la  durée  delà  révolution  sydérale  de  la  lune,  exprimée  en 

secondes;      -a  ■  sera,  comme  on  l'a  vu,  le  sinus  verse  de  l'arc 

qu'elle  décrit  pendant  une  seconde ,  et  il  exprime  la  quantité  dont 
la  lune  descend  vers  la  terre ,  dans  cet  intervalle.  La  valeur  de  a  est 
égale  au  rayon  terrestre  sous  le  parallèle  que  nous  considérons , 
divisé  par  le  sinus  de  x;  ce  rayon  est  égal  à  636Q,5i4mc;  on  a  donc 

_  6369514-"" 


mais  pour  avoir  une  valeur  de  a  indépendante  des  inégalités  du 
mouvement  de  la  lune ,  il  faut  prendre  pour  sa  parallaxe  moyenne 
dont  le  sinus  est  x ,  la  partie  de  cette  parallaxe  qui  est  indépen- 
dante de  ces  inégalités,  et  que  l'on  nomme  pour  cela,  constante 
de  la  parallaxe.  Ainsi ,  en  prenant  pour  v ,  le  rapport  de  355  à  1  j  5 , 
et  en  observant  que  T=  2752166";  l'espace  moyen  dont  la  lune 
descend  vers  la  terre ,  sera 

2.f355J2.636,95i4ra,! 
C  u  3/.  x.  fs73ai66;»' 


■ 
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Eu  égalant  les  deux  expressions  que  nous  venons  de  trouver  pour 

cet  espace,  on  aura 

3_        s.f555j° .558 .58,7.6569"  [ 

X  ~~  ( u3/> .  357 . 59, 7 ■ . 3^66394 .  (fl73a 1 66/  ' 
d'où  l'on  tire  io536",2,  pour  la  constante  de  la  parallaxe  lunaire  sous 
le  parallèle  dont  il  s'agit.  Cette  valeur  est  très -peu  différente  de  la 
constante  io54o,7  que  Triesneckeraconclueparla  comparaison  d'un 
o-randnombre  d'observations  d'éclipsés  et  d'occultations  d'étoiles  par 
îalune;  il  est  donc  certain  que  la  force  principale  qui  retient  la  lune 
dans  son  orbite,  est  la  gravité  terrestre  affoiblie  en  raison  du  quarré 
de  la  distance  ;  ainsi,  la  loi  de  diminution  de  la  pesanteur ,  qui,  pour 
les  planètes  accompagnées  de  plusieurs  satellites ,  est  prouvée  par  la 
comparaison  des  temps  de  leurs  révolutions  ,  et  de  leurs  distances , 
est  démontrée  pour  la  lune ,  par  la  comparaison  de  son  mouve- 
ment avec  celui  des  projectiles  à  la  surface  de  la  terre.  Il  en  résulte 
que  c'est  au  centre  de  gravité  des  corps  célestes ,  que  l'on  doit  fixer 
l'origine  des  distances ,  dans  le  calcul  de  leurs  forces  attractives 
sur  les  corps  placés  à  leur  surface,  ou  au-delà;  puisque  cela  est 
prouvé  pour  la  terre  dont  la  force  attractive  est,  comme  on  vient  de 
le  voir ,  de  la  même  nature  que  celle  de  tous  les  corps  célestes. 

6.  Le  soleil  et  les  planètes  qui  ont  des  satellites  ,  sont  par  con- 
séquent, doués  d'une  force  attractive  qui  en  décroissant  à  l'infini, 
réciproquement  au  quarré  des  distances  ,  embrasse  dans  sa  sphère 
d'activité,  tous  les  corps.  L'analogie  nous  porte  à  penser  qu'une 
pareille  force  réside  généralement  dans  toutes  les  planètes  et  dans 
les  comètes  ;  mais  on  peut  s'en  assurer  directement  de  cette  ma- 
nière. C'est  une  loi  constante  de  la  nature ,  qu'un  corps  ne  peut 
agir  sur  un  autre,  sans  en  éprouver  une  réaction  égale  et  con- 
traire ;  ainsi  les  planètes  et  les  comètes  étant  attirées  vers  le  soleil , 
elles  doivent  attirer  cet  astre  suivant  la  même  loi.  Les  satellites 
attirent,  par  la  même  raison ,  leurs  planètes  ;  cette  propriété  attrac- 
tive est  donc  commune  aux  planètes,  aux  comètes  et  aux  satellites, 
et  par  conséquent  ,  on  peut  regarder  la  gravitation  des  corps 
célestes ,  les  uns  vers  les  autres ,  comme  une  propriété  générale 
de  cet  univers. 

Nous  venons  de  voir  qu'elle  suit  la  raison  inverse  du  quarre  des 

distances^ 
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distances  ;  à  la  vérité  ,  cette  raison  est  donnée  par  les  loix  du 
mouvement  elliptique  auxquelles  les  mouvemens  célestes  ne  sont 
pas  jgoureusement  assujétis  ;  mais  on  doit  con  sidérer  que  les  loix 
les  plus  simples  devant  toujours  être  préférées  ,  jusqu'à  ce  que  les 
observations  nous  forcent  de  les  abandonner;  il  est  naturel  de 
supposer  d'abord  que  la  loi  de  la  gravitation  est  réciproque  à  une 
puissance  de  la  distance ,  et  l'on  trouve  ,  par  le  calcul ,  que  la  plus 
légère  différence  entre  cette  puissance  et  le  quarré ,  deviendront 
extrêmement  sensible  dans  la  position  des  périhélies  des  orbes 
planétaires ,  dans  lesquels  l'observation  n'a  fait  appercevoir  que 
des  mouvemens  presque  insensibles  dont  nous  développerons  la 
cause.  En  général ,  on  verra  dans  le  cours  de  cet  ouvrage ,  que 
la  loi  de  la  gravitation  réciproque  au  quarré  des  distances  ,  repré- 
sente avec  une  extrême  précision ,  toutes  les  inégalités  observées 
des  mouvemens  célestes  :  cet  accord ,  joint  à  la  simplicité  de  cette 
loi ,  nous  autorise  à  penser  qu'elle  est  rigoureusement  celle  de  la 
nature. 

La  gravitation  est  proportionnelle  aux  masses  ;  car  il  résulte  du 
n°.  3 ,  que  les  planètes  et  les  comètes  étant  supposées  à  la  même 
distance  du  soleil ,  et  abandonnées  à  leur  gravité  vers  cet  astre , 
elles  tomberoient  en  temps  égal ,  d'une  égale  hauteur;  en  sorte  que 
leur  pesanteur  seroit  proportionnelle  à  leur  masse.  Les  mouvemens 
presque  circulaires  des  satellites  autour  de  leurs  planètes  ,  nous 
prouvent  qu'ils  pèsent  comme  ces  planètes  ,  vers  le  soleil ,  en  rai- 
son de  leurs  masses;  la  plus  légère  différence  à  cet  égard,  seroit 
sensible  dans  le  mouvement  des  satellites,  et  les  observations  n'ont 
fait  découvrir  aucune  inégalité  dépendante  de  cette  cause.  On  voit 
donc  que  les  comètes,  les  planètes,  et  leurs  satellites,  placés  à  la 
même  distance  du  soleil ,  pèseroient  vers  cet  astre  ,  en  raison  de 
leurs  masses  ;  d'où  il  suit  ,  en  vertu  de  l'égalité  de  l'action  à  la 
réaction,  qu'ils  attireroient  dans  la  même  raison,  le  soleil,  et 
qu'ainsi  leur  action  sur  cet  astre  ,  est  proportionnelle  à  leurs  masses 
divisées  par  le  quarré  de  leurs  distances  à  son  centre, 

La  même  loi  s'observe  sur  la  terre  ;  on  s'est  assuré  par  des  ex- 
périences très-précises  faites  au  moyen  du  pendule ,  que  sans  la 
résistance  de  l'air,  tous  les  corps  se  précipiteroient  vers  son  centre, 
MrïcAN.  cil,.  Tome  I.  Q 
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avec  une  égale  vitesse  ;  les  corps  terrestres  pèsent  donc  sur  la  terre , 
en  raison  de  leurs  masses,  ainsi  que  les  pjattètes  pèsent  ver 
soleil ,  et  les  satellites  vers  leurs  planètes.  Cèlte  conformité 
nature  avec  elle-même ,  sur  la  terre  et  dans  l'immensité  des  cieux , 
nous  montre  de  la  manière  la  plus  frappante ,  que  la  pesanteur 
observée  ici-bas  ,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  loi  générale 
répandue  dans  l'univers. 

La  propriété  attractive  des  corps  célestes  ne  leur  appartient  pas 
seulement  en  masse  ;  mais  elle  est  propre  à  chacune  de  leurs  molé- 
cules. Si  le  soleil  n'agissoit  que  sur  le  centre  de  la  terre ,  sans 
attirer  particulièrement  chacune  de  ses  parties  ;  il  en  résulterait 
dans  l'océan ,  des  oscillations  incomparablement  plus  grandes  et 
très-différentes  de  celles  que  l'on  y  observe  ;  la  pesanteur  de  la 
terre  vers  le  soleil,  est  donc  le  résultat  des  pesanteurs  de  toutes  ses 
molécules  qui  par  conséquent  attirent  le  soleil ,  en  raison  de  leurs 
masses  respectives.  D'ailleurs  ,  chaque  corps  sur  la  terre  pèse  vers 
son  centre ,  proportionnellement  à  sa  masse  ;  il  réagit  donc  sur 
elle ,  et  l'attire  suivant  le  même  rapport.  Si  cela  n'étoit  pas ,  et  si 
une  partie  quelconque  de  la  terre ,  quelque  petite  qu'on  la  sup- 
pose ,  n'attiroit  pas  l'autre  partie  ,  comme  elle  en  est  attirée  ;  le 
centre  de  gravité  de  la  terre  seroit  mu  dans  l'espace,  en  vertu  de  la 
pesanteur ,  ce  qui  est  impossible. 

Les  phénomènes  célestes,  comparés  aux  loix  du  mouvement, 
nous  conduisent  donc  à  ce  grand  principe  de  la  nature ,  savoir  que 
toutes  les  molécules  de  la  matière  s'attirent  mutuellement  en  raison 
des  masses  ,  et  réciproquement  au  quarré  des  distances.  Déjà  l'on 
entrevoit  dans  cette  gravjtation  universelle  ,  la  cause  des  pertur- 
bations que  les  corps  célestes  éprouvent  ;  car  les  planètes  et  les 
comètes  étant  soumises  à  leur  action  réciproque,  elles  doivent 
s'écarter  un  peu  des  loix  du  mouvement  elliptique ,  qu'elles  sui- 
vraient exactement ,  si  elles  n'obéissoient  qu'à  l'action  du  soleil. 
Les  satellites  troublés  dans  leurs  mouvemens  autour  de  leurs 
planètes ,  par  leur  attraction  mutuelle  et  par  celle  du  soleil,  s'écar- 
tent pareillement  de  ces  loix.  On  voit  encore  que  les  molécules  de 
chaque  corps  céleste,  réunies  par  leur  attraction,  doivent  former 
une  masse  à-peu-près  sphérique  ,  et  que  la  résultante  de  leur  ac- 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  IL  iâ3 

tion  à  la  surface  du  corps ,  doit  y  produire  tous  les  phénomènes 
7"  'a  pesanteur.  On  voit  pareillement  que  le  mouvement  de  rota- 
tion des  corps  célestes  ,  doit  altérer  un  peu  la  sphéricité  de  leur 
figure  ,  et  l'applatir  aux  pôles  ,  et  qu'alors  ,  la  résultante  de  leurs 
actions  mutuelles  ,  ne  passant  point  exactement  par  leurs  centres 
de  gravité  ;  elle  doit  produire  dans  leurs  axes  de  rotation  ,  des 
mouvemens  semblables  à  ceux  que  l'observation  y  fait  appercevoir. 
Enfin ,  on  entrevoit  que  les  molécules  de  l'océan ,  inégalement  atti- 
rées par  le  soleil  et  la  lune ,  doivent  avoir  un  mouvement  d'oscil- 
lation pareil  au  flux  et  au  reflux  de  la  mer.  Mais  le  développe- 
ment de  ces  divers  effets  de  la  pesanteur  universelle  ,  exige  une 
profonde  analyse.  Pour  les  embrasser  avec  la  plus  grande  généra- 
lité ,  nous  allons  donner  les  équations  différentielles  du  mouve- 
ment d'un  système  de  corps  soumis  à  leur  attraction  mutuelle , 
et  rechercher  les  intégrales  rigoureuses  que  l'on  peut  en  obtenir. 
Nous  profiterons  ensuite  des  facilités  que  les  rapports  des  masses 
et  des  distances  des  corps  célestes  nous  présentent,  pour  avoir  des 
intégrales  de  plus  en  plus  approchées ,  et  pour  déterminer  ainsi  les 
phénomènes  célestes ,  avec  toute  l'exactitude  que  les  observations 
comportent, 


Q  2 
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CHAPITRE  IL 

Des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de 
co?'ps  soumis  à  leur  attraction  mutuelle. 

J.  Soient  m,  m',  m",  &c. ,  les  masses  des  différens  corps  du 
système,  considérés  comme  autant  de  points;  soient  x,  y,  z,  les 
coordonnées  rectangles  du  corps  m;  x',y',  z\  celles  du  corps  m',  et 
ainsi  du  reste.  La  distance  de  m'  à  m ,  étant 

V  (x'—xr + (j'—yT  +  (*'—  zy , 

son  action  sur  m  sera,  par  la  loi  de  la  pesanteur  universelle, 
égale  à 


(x  —     +  (y'  —y)'  +  (V — zy' 
Si  l'on  décompose  cette  action,  parallèlement  aux  axes  des  x ,  des  y 
et  des  z;  la  force  parallèle  à  l'axe  des  x ,  et  dirigée  en  sens  contraire 
de  leur  origine ,  sera 

m.(x  —  x  ) 

{ (x' - *T  +  (y  -yf 

ou 


i    S  d. 


m  '  i    V(x'~  XT  +  (y'— y? +(*'-*)'(' 

dx 

On  aura  pareillement , 


i 


\d. 


~'{    V'(x"  -  x)-  +  (y"  -yT  +  (z"  -  zy 

dx 

pour  l'action  de  m"  sur  m ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x, 
et  ainsi  du  reste.  Soit  donc , 


+ 


.     V  (x'—xfy(y'-yfy(z'-7,y  \Z(x"—xy+(y"—yyy(z"-z)* 

m  .  m" 

,+    ,    +  &C.J 

V(x"—x'y  +  (y-yr  +  (z"~zy 
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*  étant  ainsi  la  somme  des  produits  deux  à  deux ,  des  masses  /?z,  m!, 

...  ,  5cç-,  divisées  par  U     sdistances  respectives;  — .  exprimera 

la  somme  des  actions  des  corps  m',  m",  &c.,  sur  m,  décomposées 
parallèlement  à  l'axe  des  x,  en  sens  contraire  de  l'origine  des 
coordonnées.  En  désignant  donc  par  dt,  l'élément  du  temps  sup- 
posé constant  ;  on  aura  par  les  principes  de  dynamique,  exposés 
dans  le  livre  précédent , 

ddx        f  dk\ 

W)' 


dt* 


On  aura  pareillement 


o  =  ?n 


ddy  /dh\ 
o  =  m.-—  (  —  ]  • 

ddz        /  dh 
O  =  m.  ■ — 

dt*  \dz 

Si  l'on  considère  de  la  même  manière,  l'action  des  corps  m,  m",  &c. , 
sur  m';  celle  des  corps  m}  m',  &c,  sur  m",  et  ainsi  du  reste  ;  on  aura 
les  équations 

ddx'      ( dh\  ddy       fdx\  ddz'     /  dh\ 

dt*        \dx"J>  dt*       \dy<)>  °-m  *  1F  W'} 

&c.  H; 

La  détermination  des  mouvemens  de  m ,  m',  m",  &c. ,  dépend  de 
l'intégration  de  ces  équations  différentielles  ;  mais  il  n'a  été  possible 
jusqu'ici,  de  les  intégrer  complètement,  que  dans  le  seul  cas  où  le 
système  n'est  composé  que  de  deux  corps.  Dans  les  autres  cas ,  on 
n'a  pu  obtenir  qu'un  petit  nombre  d'intégrales  rigoureuses  que 
nous  allons  développer. 

8.  Pour  cela,  considérons  d'abord  les  équations  différentielles 
enx,  x',  x",  &c.  ;  en  les  ajoutant  ensemble,  et  en  observant  que 
par  la  nature  de  la  fonction  a,  on  a 

ddx  ddv 

on  aura  ,  o  =  2. m.         On  aura  pareillement,  0=  2 .  m  .  -jf  ; 


^dx 


:ia6 
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o  =  s. m.— — ■  Soient  X,  Y,  Z,  les  trois  coordonnées  du  centre 


de  gravité  du  système  ;  on  aura  par  la  propriété  de  ce  centre, 
on  aura  donc , 


2. m. a;         ~  S.m.y    S.m.z 


ddX  ddY  _ddZ 

d'où  l'on  tire ,  en  intégrant 

X=a+bt  i      r=a'+b't  }     Z  =  a"-ïb"t; 

a,  b,  a',  b',  a",  b",  étant  des  constantes  arbitraires.  On  voit  par-là , 
que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système  ,  est  rectiligne 
et  uniforme  ,  et  qu'ainsi ,  il  n'est  point  altéré  par  l'action  récipro- 
que des  corps  du  système  5  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons 
vu  dans  le  chapitre  V  du  premier  livre. 

Reprenons  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  ces 
corps.  Si  l'on  multiplie  les  équations  différentielles  en  y  ,y',y",  &c. , 
respectivement  par  x ,  x',  x",  &c. ,  et  qu'on  les  ajoute  aux  équations 
différentielles  en  x,  x' ,  x",&c,  multipliées  respectivement  par 

f  —y,  — y"-,  &c-  j  on  aura 
mais  la  nature  de  la  fonction  *  ,  donne 

o=K£)+y-(£)+&c? 

on  aura  donc  ,  en  intégrant  l'équation  précédente, 

f  xdy-ydx\ 
c  =  *>m\  dt  } 
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On  trouvera  semblablement , 


c  —'z.m 


dt 


(  ydz—zdy  \ 


c,  c,  c",  &e.  étant  des  constantes  arbitraires.  Ces  trois  intégrales 
renferment  le  principe  des  aires,  que  nous  avons  exposé  dans  le 
Chapitre  V  du  premier  Livre. 

Enfin ,  si  l'on  multiplie  les  équations  différentielles  en  x ,  x',  x",  &c.  I 
respectivement  par  dx  ,  dx',  dx",  &c.  ;  celles  en  y  ,  y',  &c. ,  res- 
pectivement par  dy ,  dy',  &c.  ;  celles  en  z ,  z',  &c. ,  respective- 
ment par  dz,  dz',  &c. ,  et  qu'on  les  ajoute  ensemble;  on  aura 

[dx.ddx-\-  dy.ddy  ~\-  dz.ddz} 

o  =  x.m.-  -i  flA, 

dt" 


et  en  intégrant , 


/dx*  +  dy*-\-  dz*\ 
h=x.m.(  _  j_2*. 


h  étant  une  nouvelle  arbitraire.  Cette  intégrale  renferme  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  forces  vives,  exposé  dans  le  Chapitre  V 
du  premier  Livre. 

Les  sept  intégrales  précédentes  sont  les  seules  intégrales  rigou- 
reuses que  l'on  a  pu  obtenir  jusqu'à  présent  :  dans  le  cas  où  le  sys- 
tème n'est  composé  que  de  deux  corps  ,  elles  réduisent  la  détermi- 
nation de  leurs  mouvemens  ,  à  des  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre ,  que  l'on  peut  intégrer ,  comme  on  le  verra  dans  la 
suite  ;  mais  lorsque  le  système  est  formé  de  trois  ou  d'an  plus  grand 
nombre  de  corps  ;  il  faut  nécessairement  recourir  aux  méthodes 
d'approximation. 

g.  Comme  on  ne  peut  observer  que  des  mouvemens  relatifs  ; 
on  rapporte  les  mouvemens  des  planètes  et  des  comètes  ,  au  centre 
du  soleil ,  et  les  mouvemens  des  satellites,  au  centre  de  leurs  pla-* 
nètes.  Ainsi,  pour  comparer  la  théorie  aux  observations;  il  faut 
déterminer  le  mouvement  relatif  d'un  système  de  corps ,  autour 
d'un  corps  considéré  comme  le  centre  de  leurs  mouvemens. 

Soit  M  ce  dernier  corps ,  m ,  m',  m",  &c. ,  étant  les  autres  corps 
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dont  on  cherche  le  mouvement  relatif  autour  de  M;  soient 
n  et  y,  les  coordonnées  rectangles  de  M;  (+x,  n+j.  y+z 
celles  de  m  ;  Ç+x',  n-j-j',  y  +  z',  celles  de  m  ,  uc.  ;  il  est  visible  que 
x,y,  z,  seront  les  coordonnées  de  m ,  par  rapport  à  M;  que 
xr,j',  z',  seront  celles  de  m',  par  rapport  au  même  corps ,  et  ainsi  du 
reste.  Nommons  r,  r ,  &c.  les  distances  de  m,  m',  &c.  au  corps  M; 
en  sorte  que 

r  =  V'x'+f  +  z*  _i       r'  =  Vx'>+y'*  +  z'>  ;  &o. 
et  supposons 


+ 


[/  (x'-xf+  (y'—y)*+  V(x"-x)%+ (f-yf+ 

m'. m." 

+   ■    +  &c. 

)/ (se"— x')>+  (y"—y'r+ 

Cela  posé  ,  l'action  de  m  sur  M ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe 
des  x ,  et  en  sens  contraire  de  leur  origine,  sera  —y  celle  de  m 

.        ,         .  m'x' 
sur  M  décomposée  suivant  la  même  direction,  sera  — - ,  et  ainsi 

du  reste.  On  aura  donc,  pour  déterminer  f,  l'équation  différen- 
tielle 

o 

on  aura  pareillement 


o 


âd: 

—  2. 

mx 

~  dr~ 

ddU 

my 

dt* 

—  s . 

ri 

ddy 

7)1  z 

dt? 

L'action  de  M  sur  m  ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x,  et 

Mx 

dirigée  en  sens  contraire  de  leur  origine ,  sera  — ,  et  la  somme 

des  actions  des  corps  m',  m",  &c,  sur  m ,  décomposées  suivant  la. 

même  direction ,  sera  —  .  (^J^j  i  on  aura  c^one 

dd.(t  +  x)       Mx        1     /dh  \ 
°  T      dp  r3       m  "  \dxj' 

en 
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en  substituant  au  lieu  de  —r^- ,  sa  valeur  s.^,  on  aura 

dt*  r3 

dd: 


dt* 

on  aura  pareillement 


jt.Tr  mx        i      /  dk\ 


ddy    M  y         m  y 
O  =  — -  +  — +  Z.— 
dt*  ^  r3  ^  r3 


dd 
°=d 


c?z    Ma         mz        î     /  dh\       ,  , 


Si  l'on  change  successivement  dans  les  équations  (î),  (2),  (5), 
les  quantités  m,  x,y,  z,  dans  celles-ci ,  ?n',  x',y\ z  ;  m",  x",y",  z",  &c, 
et  réciproquement  ;  on  aura  les  équations  du  mouvement  des  corps 
m',  m",  &c. ,  autour  de  M. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  différentielle  en  par  M  +  S .  m;  celle 
en  x,  par  m  y  celle  en  x',  par  /re';  et  ainsi  du  reste  5  en  les  ajoutant 
ensemble ,  et  en  observant  que  par  la  nature  de  la  fonction  a  ,  on  a 


on  aura 


0==(è)  +  (ê)+&C-5 


y  ■>  .  _       -,  ddt,  ddx 
o=(M+%.m).——-\--z.m.-r-s 
dt*  dt* 


d'où  l'on  tire  en  intégrant 


,  ,  'Z.mx 

{  =  a+bt- 


a  et  b  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  aura  pareillement 

  ,  S.mv 

Tl=;Q'+b't—  -  

y  =  a"+b"û- 


M+s.m  ? 

a,  b',  a",  b",  étant  des  constantes  arbitraires  :  on  aura  ainsi  le  mou- 
vement absolu  de  M  dans  l'espace ,  lorsque  les  mouvemens  relatifs 
àem,  m',  &c.  ,  autour  de  lui,  seront  connus. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  différentielle  en  x ,  par 

2 .  m  y 

—  my  +  m.  -r— —  : 
MicAN.  cjèl.  Tome  I.  R 
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et  l'équation  différentielle  en  y ,  par 

~S..mx 

si  l'on  multiplie  partiellement  l'équation  différentielle  en  x',  par 

S.my 

et  l'équation  différentielle  en  y',  par 

ï.raï 

et  ainsi  du  reste  ;  si  l'on  ajoute  ensuite  toutes  ces  équations,  en 
observant  que  la  nature  de  la  fonction  »,  donne 

°=s-(-£)'-  i?$si\ 

on  aura  , 

o  =  S.m.^  M+2.7B  dp  ^  M+S.m  dt' 

équation  dont  l'intégrale  est 

const.   ^  M  +  ^-m  dr  M+^.m  dt 

j»f.x.i».c-  ^  +38;w,^;v  ^  i 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  parviendra  de  la  même  ma- 
nière, aux  deux  intégrales  suivantes  : 

(ccdz-zdcc)  ,  ,         ,   f  fr'-q?;  •  •  (dx'-dx)  \  r 

ry&— «4yj  ,        ,  f  f  y  -v;  •  (d*'-dz)  -  (z-z) .  (dy-dy)  \ 

c',  c"  étant  deux  nouvelles  arbitraires. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  différentielle  en  x ,  par 

l'équation  différentielle  enjK,  par 

S. m  dy 


ou 

C- 


} 

.m 
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l'équation  différentielle  en  z  ,  par 

,                2 .  m  dz 
-2  TP  <&il  —  2  m.  —   • 

si  l'on  multiplie  pareillement  l'équation  différentielle  en  x\  par 

,  ,  ,          ,  2.mdx 
2m  dx  —  2  m  .  

l'équation  différentielle  en  y',  par 

,  ,  ,           ,  T.mdy 
2  m  dy  —  2  m  .  —  ,• 

l'équation  différentielle  en  z',  par 

i  ,  i  ,    S .  m  dz 

2  m  dz  —  2  m  .  

M-f  2.m' 

et  ainsi  du  reste  ;  si  l'on  ajoute  ensuite  ces  diverses  équations ,  en 
observant  que 

■>-*#)'  «'•(!)< 


on  aura 


0__3  2  /ra  Çàx.ddx-\-  dy.ddy  +  dz.ddz)       n.X.mdx    ^  m.ddx 


dP  M+Z.m  'S'  dp 

z.X.mdy       m.ddy      z.X.mdz        m.ddz  mdr 

~M  +  X.m^--dï  M+Z.m        ~d?~+2M-X'-?  2-*> 

ce  qui  donne  en  intégrant 

constante  =x.m.  -  ^.mrf^-^.m^/-^.^ 

(M+2.m).dt* 

—  2M.2.  -2A, 


r 

ou 


—  {2M.Z.—+2K}.(M+xm);  (7) 

#  étant  une  constante  arbitraire.  Nous  sommes  déjà  parvenus  à  ces 
diverses  intégrales,  dans  le  Chapitre  V  du  premier  Livre,  relati- 
vement à  un  système  de  corps  qui  réagissent  les  uns  sur  les  autres, 
d'une  manière  quelconque  ;  mais  vu  leur  utilité  dans  la  théorie  du 
système  du  monde,  nous  avons  cru  devoir  les  démontrer  ici  de 
nouveau. 

R  2 


ito         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

10.  Ces  intégrales  étant  les  seules  que  l'on  ait  obtenues  danfi 
l'état  actuel  de  l'analyse;  on  est  forcé  de  recourir  aux  méthode- 
d'approximation ,  et  de  profiter  des  facilités  Au'offre  pour  cet  objet  , 
la  constitution  du  système  du  monde.  Une  des  principales  tient  a 
ce  que  le  système  solaire  est  partagé  en  systèmes  partiels ,  formes 
par  les  planètes  et  par  leurs  satellites  :  ces  systèmes  sont  tels ,  que 
les  distances  des  satellites  à  leur  planète  ,  sont  considérablement 
plus  petites  que  la  distance  de  la  planète  au  soleil:  il  en  resuite 
que  l'action  du  soleil  étant  à-peu-près  la  même  sur  la  planète  et  sur 
ses  satellites  ,  ceux-ci  se  meuvent  à-peu-près,  comme  s'ils  n  obeis- 
soient  qu'à  l'action  de  la  planète.  Il  en  résulte  encore  cette  propriété 
remarquable,  savoir  que  le  mouvement  du  centre  de  gravite  d  une 
planète  et  de  ses  satellites  ',  est  à  fort  peu  près  le  même  que  si 
tous  ces  corps  étoient  réunis  à  ce  centre. 

Pour  le  démontrer,  supposons  que  les  distances  mutuelles  des 
corps  m ,  m,  m",  &c,  soient  très-petites  par  rapport  à  la  distance 
de  leur  centre  commun  de  gravité  ,  au  corps  M.  Soit 

x  =  X+x,  ;  y=Y+y,i  z  =  Z  +  z,  ; 
x'=X+xt' ;      y=Y+yf  ;       z'=Z  +  *!  ; 

X,Y,Z,  étant  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  système 
des  corps  m,  m',  m",  &c.  ;  l'origine  de  ces  coordonnées  étant ,  ainsi 
que  celle  des  coordonnées*^,  z,  *',/,*',&c,  au  centre  de >,  M. 
Ilestclairque^^^^^/Acserontles  coordonnées  de  m,m,&c., 
relativement  à  leur  centre  commun  de  gravité  ;  nous  les  suppo- 
serons très-petites  du  premier  ordre  par  rapport  à  X,  Y,  Z.  Cela 
posé,  on  aura,  comme  on  l'a  vu  dans  le  premier  Livre,  la  force 
qui  sollicite  le  centre  de  gravité  du  système ,  parallèlement  a  une 
droite  quelconque ,  en  prenant  la  somme  des  forces  qui  animent 
ies  corps ,  parallèlement  à  cette  droite ,  multipliées  respectivement 
par  leurs  masses,  et  en  divisant  cette  somme,  par  la  somme  des 
masses.  On  a  vu  de  plus,  dans  le  même  Livre,  que  l'action  mutuelle 
des  corps  liés  entre  eux,  d'une  manière  quelconque,  n'altère  point 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  du  système ,  et  par  le  n°.  8 , 
l'attraction  mutuelle  des  corps  n'influe  point  sur  ce  mouvement  3 
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il  Suffit  donc  dans  la  recherche  des  forces  qui  animent  le  centre 
ïe  gravité  du  système  ,  d'avoir  égard  à  l'action  du  corps  M,  étran- 
ger à  ce  .système. 

L'action  de  M  sur  m,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x,  et  en 

sens  contraire  de  leur  origine ,  est  j*-  ;  la  torce  entière  qui 

sollicite  parallèlement  à  cette  droite ,  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème des  corps  m ,  m',  &c. ,  est  donc 

_ ,  mx 


2. m 

En  substituant  au  lieu  de  x  et  de  rr  leurs  valeurs,  on  a 
x  X+  xt 

r3  ~  {(X+xJ*+(Y+yi)>+(Z+zJ>}ï' 
Si  l'on  néglige  les  quantités  très-petites  du  second  ordre ,  c'est-à- 
dire,  les  quarrés  et  les  produits  des  variables  xn  yn  zt ,  x/,  &c.  ; 
que  l'on  désigne  par  R ,  la  distance  k -X*+  Y1  -\-Z'* ,  du  centre  de 
gravité  du  système ,  au  corps  M;  on  aura 

x  _  X      x,      5X.  {Xx,+  Yy^Zz} 


r3      R3     R3  R5 
En  marquant  successivement  d'un  trait ,  de  deux  traits,  &c. ,  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  ,  les  lettres  xnyn  zt;  on  aura 

x'  x'' 

les  valeurs  de  — ,  —,  &c.  ;  mais  on  a,  par  la  nature  du  centre  de 
gravité , 

0=2. mx/  ;       o  —  ^.my,  ;       0=2. mzt  ; 
on  aura  donc ,  aux  quantités  près  du  second  ordre , 

M'*-—  M.X 


g. m  R3  * 

ainsi,  le  centre  de  gravité  du  système  est  à  très-peu  près  sollicité 
parallèlement  à  l'axe  des  x ,  par  l'action  du  corps  M,  comme  si 
tous  les  corps  du  système  étoient  réunis  à  ce  centre.  Le  même 
résultat  a  évidemment  lieu  relativement  aux  axes  des  y  et  des  z;  en 
sorte  que  les  forces  dont  le  centre  de  gravité  du  système  est  animé 
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M.  Y  MZ 

parallèlement  à  ces  axes  ,  par  l'action  de  M ,  sont  —  et  — , 

Lorsque  l'on  considère  le  mouvement  x  ktif  du  centre  de  gra- 
vité du  système  autour  de  M,  il  faut  lui  transporter  en  sens  con- 
traire ,  la  force  qui  sollicite  ce  corps.  Cette  force  résultante  de 
l'action  de  m ,  m\  m",  &c,  sur  M,  et  décomposée  parallèlement 

moc  . 

aux*,  en  sens  contraire  de  leur  origine,  est  s.  —  ;  si  Ion  né- 
glige les  quantités  du  second  ordre,  cette  fonction  est,  par  ce  qui 
précède ,  égale  à 

Y.S.m 


.B? 

Pareillement ,  les  forces  dont  iHest  animé  par  l'action  du  système, 
parallèlement  aux  axes  des  y  et  des  z ,  en  sens  contraire  de  leur 
origine ,  sont 

— £i—  j  et  — jp~  • 

On  voit  ainsi  ,  que  l'action  du  système  sur  le  corps  M,  est  à  très- 
peu  près  la  même  que  si  tous  les  corps  de  ce  système  étoient  réunis 
à  leur  centre  commun  de  gravité.  En  transportant  à  ce  centre,  et 
avec  un  signe  contraire  ,  les  trois  forces  précédentes  ;  ce  point  sera 
sollicité  parallèlement  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  dans  son 
mouvement  relatif  autour  de  M,  par  les  trois  forces  suivantes  : 

-(M+x.m).~;      ~{M+z.m}.j3;  ~{M+*,m},-, 

Ces  forces  sont  les  mêmes  que  si  tous  les  corps  m ,  m',  m",  &c.  , 
étoient  réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité;  ce  centre  se  meut 
donc  aux  quantités  près  du  second  ordre  ,  comme  si  tous  ces  corps 
y  étoient  réunis, 

Il  suit  de-là ,  que  si  l'on  a  plusieurs  systèmes  dont  les  centres  de 
gravité  soient  fort  éloignés  les  uns  des  autres  ,  relativement  aux 
distances  respectives  des  corps  de  chaque  système  ;  ces  centres 
seront  mus  à  fort  peu  près,  comme  si  les  corps  de  chaque  système  y 
étoient  réunis;  car  l'action  du  premier  système  sur  chaque  corps 
du  second  système  ,  est ,  par  ce  qui  vient  d'être  dit ,  la  même  à 
très-peu  près  que  si  les  corps  du  premier  système  étoient  réunis  a 
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leur  centre  commun  de  gravité  ;  l'action  du  premier  système  sur 
le  centre  de  gravité  du  second,  sera  donc5  par  ce  qui  précède, 
d  même  que  dans  ce  .  :  hypothèse  ;  d'où  l'on  peut  généralement 
conclure  que  l'action  réciproque  des  différens  systèmes  ,  sur  leurs 
centres  de  gravité  respectifs,  est  la  même  que  si  les  corps  de  chaque 
système  y  étoient  réunis ,  et  qu'ainsi ,  ces  centres  se  meuvent , 
comme  dans  le  cas  de  cette  réunion.  Il  est  visible  que  ce  résultat  a 
également  lieu  ,  les  corps  de  chaque  système  étant  libres ,  ou  liés 
entre  eux  d'une  manière  quelconque  ;  parce  que  leur  action  mu- 
tuelle n'influe  point  sur  le  mouvement  de  leur  centre  commun  de 
gravité. 

Le  système  d'une  planète  agit  donc  à  très-peu  près  sur  les  autres 
corps  du  système  solaire ,  comme  si  la  planète  et  ses  satellites 
étoient  réunies  à  leur  centre  commun  de  gravité  ;  et  ce  centre  est 
attiré  par  les  différens  corps  du  système  solaire,  comme  dans  cette 
hypothèse. 

Chaque  corps  céleste  étant  la  réunion  d'une  infinité  cîe  molécules 
clouées  d'un  pouvoir  attractif,  et  ses  dimensions  étant  très-petites 
relativement  à  sa  distance  aux  autres  corps  du  système  du  monde  ; 
son  centre  de  gravité  est  à  très-peu  près  attiré ,  comme  si  toute  sa 
masse  y  étoit  réunie;  et  il  agit  lui-même  sur  ces  différens  corps, 
comme  dans  cette  supposition  ;  on  peut  donc ,  dans  la  recherche 
du  mouvement  des  centres  de  gravité  des  corps  célestes ,  considérer 
ces  différens  corps  comme  autant  de  points  massifs  placés  à  leurs 
centres  de  gravité.  Mais  la  sphéricité  des  planètes  et  de  leurs  satel- 
lites ,  rend  cette  supposition  déjà  fort  approchée ,  beaucoup  plus 
exacte  encore.  En  effet,  ces  divers  corps  peuvent  être  considérés 
comme  étant  formés  de  couches  à  très-peu  près  sphériques,  d'une 
densité  variable ,  suivant  une  loi  quelconque  ;  et  nous  allons  faire 
voir  que  l'action  d'une  couche  sphérique ,  sur  un  corps  qui  lui 
est  extérieur,  est  la  même  que  si  sa  masse  étoit  réunie  à  son  centre. 
Pour  cela,  nous  allons  établir  ,  sur  les  attractions  des  sphéi'oïdes, 
quelques  propositions  générales  qui  nous  seront  très-utiles  dans 
la  suite. 

1 1.  Soient  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées  du  point  attiré  que 
nous  désignerons  par  m  ;  soit  dM  une  molécule  du  sphéroïde , 
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et  x,  y',  z,  les  coordonnées  de  cette  molécule  ;  si  l'on  nomme  p 
sa  densité,  p  étant  une  fonction  de  x',j',  z',  indépendante  de  x,y,~  ; 
on  aura 

dM=p.dx'.dy.dz', 
L'action  de  dM  sur  m ,  décomposée  parallèlement  à  l'axe  des  x , 
et  dirigée  vers  leur  origine ,  sera 

p .  dx' .  dy'  .dz  .(x  —  x' ) 

{(x—jf+'Cy— /?+■(*— 
et  par  conséquent  elle  sera  égale  à 

p  .dx' .  dy'  .dz' 


5  > 


dx 


en  nommant  donc  V,  l'intégrale 

/»  p  .dx -dy'  .dz' 

V (x - x')>+  (y -y'f  +  (z=ZT*  ' 
étendue  à  la  masse  entière  4u  sphéroïde  ;  on  aura  —{j^J  i  Pour 
l'action  totale  du  sphéroïde  sur  le  point  m,  décomposée  parallèle- 
ment à  l'axe  des  x ,  et  dirigée  vers  leur  origine, 

V  est  la  somme  des  molécules  du  sphéroïde  ,  divisées  par  leurs 
distances  respectives  au  point  attiré  ;  pour  avoir  l'attraction  du 
sphéroïde  sur  ce  point,  parallèlement  k  une  droite  quelconque ,  il 
faut  donc  considérer  V  comme  fonction  de  trois  coordonnées  rec- 
tangles ,  dont  l'une  soit  parallèle  à  cette  droite ,  et  différentier 
cette  fonction  relativement  à  cette  coordonnée  ;  le  coefficient  de 
cette  différentielle ,  pris  avec  un  signe  contraire ,  sera  l'expression 
de  l'attraction  du  sphéroïde  ,  parallèlement  à  la  droite  donnée,  et 
dirigée  vers  l'origine  de  la  coordonnée  qui  lui  est  parallèle. 
Sil'on  représente  par  £ja  fonction  {  (  x—x')*+ (y— z'T  } 

on  aura  • 

V=  fC.p.dx.dj.dz, 

L'intégration  n'étant  relative  qu'aux  variables  x',  y',  z',  il  est  clair 

que  l'on  aura 

Maii 
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mais  on  a 

on  aura  donc  pareillement 

fddV\     (ddV\  fddV\ 

cette  équation  remarquable  nous  sera  de  la  plus  grande  utilité  dans 
la  théorie  de  la  figure  des  corps  célestes.  On  peutlui  donner  d'autres 
formes  plus  commodes  dans  diverses  circonstances  ;  concevons  , 
par  exemple ,  que  de  l'origine  des  coordonnées  ,  on  mène  au  point 
attiré,  un  rayon  que  nous  nommerons  r;  soit  9  l'angle  que  ce 
rayon  fait  avec  l'axe  des  x,  et  l'angle  que  le  plan  formé  par  r  et 
par  cet  axe ,  fait  avec  le  plan  des  x  et  des  y  ;  on  aura 

x~r.cos.  9,-     y=r.s'm.  9,  cos.»        z  =  j-.sin.0.sin.  <*  ; 
d'où  l'on  tire 

r—  vV  +  i/'  +  z*  ;      cos. 8 es  —  y  tang.-o-=-; 

on  pourra  ainsi  avoir  les  différences  partielles  de  r,  9  et  relati- 
vement aux  variables  x y ,  z  ;  et  l'on  en  conclura  les  valeurs  de 
fddV\    (ddV\  fddV\ 

Xch?  )  '  \dy  )  '  \dlF  )  '  en  dlfférences  partielles  de  V,  relatives 
aux  variables  r,  9  et  »,  Comme  nous  ferons  souvent  usage  de  ces 
transformations  des  différences  partielles  ;  il  est  utile  d'en  rappeler 
ici  le  principe.  En  considérant  comme  fonction  des  variables 
x,  y,  z,  et  ensuite,  des  variables  r,  8  ét  <* /  on  a 

Pour  avoir  les  différences  partielles  (^fz)  >  (y")  '  (t*)»  ^  ne 
faut  faire  varier  que  x,  dans  les  expressions  précédentes  de  r,  cos,  6, 
et  tang.  -sr;  en  différentiant  donc  ces  expressions,  on  aura 

ce  qui  donne 

JVIicAN.  cÈh.  Tome  I.  g 
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On  aura  donc  ainsi,  la  différence  partielle  en  différence, 

partielles  de  la  fonction  V,  prises  par  rapport  aux  variables  r,  » 
et  En  différentiant  de  nouveau ,  cette  valeur  de  ;  on  aura  la 
différence  partielle  (^),  en  différences  partielles  de  ^prises 
par  rapport  aux  variables  r ,  9  et  *.  On  aura,  par  le  même  pro- 

,   (ddr\  JddV\ 
cédé  ,  les  valeurs  de  [^)  ,  et  ^— j. 

On  transformera  de  cette  manière ,  l'équation  (A),  dans  la  suivante  : 

/ddV\ 

/ddV\    cos.ô    fdV\    \d7*J  ,      (dd.rV\  ,  j2\ 

et  si  l'on  fait  cos.  S  =  i" ,  cette  dernière  équation  deviendra 
f     f  /<iF\^  (ddV\ 

„   C  d~ïl  )      i—  W  \  dt*.  / 

11.  Supposons  maintenant  que  le  sphéroïde  soit  une  couche 
sphérique  dont  l'origine  des  coordonnées  soit  au  centre  ;  il  est  clair 
que  F  ne  dépendra  que  de  r ,  et  qu'il  ne  renfermera  ni  n  ni  »j 
l'équation  (  C)  donnera  donc 

(dd.rV\ 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

,  B 

A  et  S  étant  deux  constantes  arbitraires.  On  a  donc 

—(?p)  exprime ,  par  ce  qui  précède ,  l'action  de  la  couche  sphé- 
rique sur  le  point  m,  décomposée  suivant  le  rayon  r,  et  dirigée 
vers  le  centre  de  la  couche;  or  il  est  clair  que  l'action  totale 

(dV\ 

de  la  couche  doit  être  dirigée  suivant  ce  rayon;  —  J  exprime 
donc  l'action  totale  de  la  couche  sphérique  sur  le  point  m. 
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Supposons  d'abord  ce  point  placé  au-dedans  de  la  couche.  S'il 
éloit  au  centre  même .  l'action  de  la  couclie  seroit  nulle  ;  on  a  donc 

fdv\  E  i  •  a  n 

—  \~d~J  ~  °'  ou  l°rS(lue  f—o,  ce  qui  donne  /$  =  o, 

et  par  conséquent  —  \'drr)~0, 1ue*  ^ue  so*t  r;  ^°^x ^  SULi  (lu'un 
point  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche ,  n'en  éprouve  aucune 
action,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il  est  également  attiré  de 
toutes  parts. 

Si  le  point  m  est  situé  au- dehors  de  la  couche  sphérique  ;  il  est 
visible  qu'en  le  supposant  infiniment  éloigné  de  son  centre,  l'ac- 
tion de  la  couche  sur  ce  point ,  sera  la  même  que  si  toute  la  masse 
de  la  couche  étoit  réunie  à  ce  centre  ;  en  nommant  donc  M  la  masse 

de  cette  couche  ; —  (^7)  ou      deviendra  dans  ce  cas,  égal  à  —, 

ce  qui  donne  S  =  M;  on  a  donc  généralement ,  par  rapport  aux 
points  extérieurs , 

/  dV\  _  M 

c'est-à-dire  que  la  couche  sphérique  les  attire  ,  comme  si  toute  sa 
masse  étoit  réunie  à  son  centre. 

Une  sphère  étant  une  couche  sphérique  dont  le  rayon  de  la  sur- 
face intérieure  est  nul;  on  voit  que  son  attraction  sur  un  point  placé 
à  sa  surface  ou  au-delà  ,  est  la  même  que  si  sa  masse  étoit  réunie  à 
son  centre. 

Ce  résultat  a  encore  lieu  pour  les  globes  formés  de  couches  con- 
centriques d'une  densité  variable  du  centre  à  la  circonférence, 
suivant  une  loi  quelconque  ;  puisqu'il  est  vrai  pour  chacune  de  ces 
couches  :  ainsi ,  le  soleil ,  les  planètes  et  les  satellites  pouvant  être 
considérés  à  très-peu  près ,  comme  des  globes  de  cette  nature,  ils 
attirent  à  fort  peu  près  les  corps  extérieurs  ,  comme  si  l'on  suppo- 
soit  leurs  masses  réunies  à  leurs  centres  de  gravité  ;  ce  qui  est 
conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  par  les  observations ,  dans  le 
n°.  5.  A  la  vérité  ,  la  figure  des  corps  célestes  s'écarte  un  peu  de  la 
sphère  ;  mais  la  différence  est  très-petite ,  et  l'erreur  qui  en  résulte 
sur  la  supposition  précédente ,  est  du  même  ordre  que  cette  diffé- 
rence ,  relativement  aux  points  voisins  de  leur  surface  ;  et  relati- 

S  2 
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vement  aux  points  éloignés  ,  l'erreur  est  du  même  ordre  que  le 
produit  de  cette  différence ,  par  le  quarré  di  apport  des  rayons  des 
corps  attirans ,  à  leurs  distances  aux  points  attirés  ;  car  on  a  vu  , 
dans  le  n°.  io,que  la  considération  seule  de  l'éloignement  des  points 
attirés ,  rend  l'erreur  de  la  supposition  précédente ,  du  même  ordre 
que  le  quarré  de  ce  rapport.  Les  corps  célestes  s'attirent  donc  à 
très -peu  près  ,  comme  si  leurs  masses  étoient  réunies  à  leurs  cen- 
tres de  gravité ,  non-seulement  parce  qu'ils  sont  fort  éloignés  les 
uns  des  autres  ,  relativement  à  leurs  dimensions  respectives  ;  mais 
encore  parce  que  leurs  figures  diffèrent  très-peu  de  la  sphère. 

La  propriété  dont  les  sphères  jouissent  dans  la  loi  de  la  nature  , 
d'attirer  comme  si  leurs  masses  étoient  réunies  à  leurs  centres ,  est 
très-remarquable ,  et  l'on  peut  être  curieux  de  savoir  si  elle-  a  lieu 
dans  d'autres  loix  d'attraction.  Pour  cela ,  nous  observerons  que  si 
la  loi  de  la  pesanteur  est  telle  qu'une  sphère  homogène  attire  un 
point  placé  au-dehors ,  comme  si  toute  sa  masse  étoit  réunie  à  son 
centre  ;  le  même  résultat  doit  avoir  lieu  pour  une  couche  sphéri- 
que  d'une  épaisseur  constante  ;  car  si  l'on  enlève  à  une  sphère ,  une 
couche  sphérique  d'une  épaisseur  constante,  on  formera  une  nou- 
velle sphère  d'un  plus  petit  rayon ,  mais  qui  aura ,  ainsi  que  la  pre- 
mière, la  propriété  d'attirer,  comme  si  toute  sa  masse  étoit  réunie 
à  son  centre  ;  or  il  est  évident  que  ces  deux  sphères  ne  peuvent 
avoir  cette  propriété  commune,  qu'autant  qu'elle  l'est  encore  à  la 
couche  sphérique  qui  forme  leur  différence.  Le  problême  se  réduit 
donc  à  déterminer  les  loix  d'attraction  suivant  lesquelles  une  cou- 
che sphérique  d'une  épaisseur  infiniment  petite  et  constante ,  attire 
un  point  extérieur,  comme  si  toute  sa  masse  étoit  réunie  à  son 
centre. 

Soit  r  la  distance  du  point  attiré  au  centre  de  la  couche  sphéri- 
que ;  u  le  rayon  de  cette  couche ,  et  du  son  épaisseur.  Soit  fl  l'angle 
que  le  rayon  u  fait  avec  la  droite  r;  *  l'angle  que  le  plan  qui  passe 
par  les  deux  droites  r  et  u  fait  avec  un  plan  fixe  passant  par  la 
droite  r  ;  l'élément  de  la  couche  sphérique  sera  u'du.dv.dB.&m..  9. 
Si  l'on  nomme  ensuite /la  distance  de  cet  élément  au  point  attiré , 
on  aura 

f'=  r"—  2  ru.cosJ  +  u\ 
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Représentons  par  <P(f),  la  loi  de  l'attraction  à  la  distance/;  Tac- 
don  de  l'élément  de  i  couche ,  sur  le  point  attiré ,  décomposée 
parallèlement  à  r,  et  dirigée  vers  le  centre  de  la  couche,  sera 

y  (t  U.COS.Û) 

u*du:  dv.  sm.  9 .  -,  ?  (f)  • 

mais  on  a 

r — ii .  cos.  9       / &f\ 

f  ~~\**)' 
ce  qui  donne  à  la  quantité  précédente ,  cette  forme 

partant,  si  l'on  désigne  fdf.  p(f)  par?//;,  on  aura  l'action  entière 
de  la  couche  sphérique ,  sur  le  point  attiré ,  au  moyen  de  l'intégrale 
u'.du.fdv.dd.sinJ.ç,  (f),  différentiée  par  rapport  à  r,  et  divisée 
par  dr. 

Cette  intégrale  doit  être  prise  relativement  à  <* ,  depuis  tr  =  o 
jusqu'à  m  égal  à  la  circonférence ,  et  après  cette  intégration ,  elle 
devient 

2y.u*.du.fd8.sin.8.<pff)  ; 

v  étant  le  rapport  de  la  demi- circonférence  au  rayon.  Si  l'on  diffé- 
rencie la  valeur  de  /  par  rapport  à  0  ,  on  aura 

d9.sin.9=£¥  ,■ 
ru 

et  par  conséquent, 

av.uadu./d9. sin.  9 .?//;  =  a w.—./fdf. p/f). 

L'intégrale  relative  à  0,  doit  être  prise  depuis  0  =  o  jusqu'à  9  =  » , 
età  ces  deux  limites,  on  a/=r—u,  et/=  r+u;  ainsi  l'intégrale 
relative  à  /,  doit  être  prise  depuis  /=  r  —  u  jusqu'à  /=  r+u  s  soit 
donc  /fdf.  *,(f)  =  A-(f)i  on  aura 

 /fdf.  <f,(f)  =  •  {4  (r+ u) — 4  (r— u  )}. 

Le  coefficient  de  dr,  dans  la  différentielle  du  second  membre  de 
cette  équation  ,  prise  par  rapport  à  r,  donnera  l'attraction  de  la 
couche  sphérique,  sur  le  point  attiré  ;  et  il  est  facile  d'en  conclure 
que  dans  la  nature  où^(f)^~,  cette  attraction  est  égale  à 
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^Z^tA^-  •  c'est-à-dire ,  qu'elle  est  la  même  que  si  toute  la  masse  it 

la  couche  sphérique  étoit  réunie  à  son  centre  ;  ce  qui  fournit  une 
nouvelle  démonstration  de  la  propriété  que  nous  avons  établie 
précédemment  sur  l'attraction  des  sphères. 

Déterminons  maintenant  <t(f),  d'après  la  condition  que  l'attrac- 
tion de  la  couche  est  la  même  que  si  sa  masse  étoit  réunie  à  son 
centre.  Cette  masse  est  égale  à  ^•n-.u'du ,  et  si  elle  étoit  réunie  à  son 
centre,  son  action  sur  le  point  attiré,  seroit  k-*.u*du.<p(r) y  on 
aura  donc 

dr  ) 

en  intégrant  par  rapport  à  r ,  on  aura 

■i(r+u) — 4Cr — u)  =  2ru.Jdr.<p(r)  +  rU, 
U  étant  une  fonction  de  u  et  de  constantes  ,  ajoutée  à  l'intégrale 
iu.Jdr.  <p  (r ).  Si  l'on  représente  4 (r+  u)  —  4- (r—  u) ,  par  i? ,  on 
aura,  en  différentiant  l'équation  précédente, 


iTr.udu. 


/ddR\      .  ,  d.d)(r) 


mais  on  a,  par  la  nature  de  la  fonction  M , 


partant 


ddR\__  /ddR\ 
~dFj~~  \  du*J  ' 


ou 


f  d.<?(r))  (ddU\ 

ap(r)     d.ç(r)       1  /ddU\ 
r  dr        au  *  \  d  u*  J 


Ainsi,  le  premier  membre  de  cette  équation  étant  indépendant 
de  u ,  et  le  second  membre  étant  indépendant  de  r  ,  chacun  de  ces 
membres  doit  être  égal  à  une  constante  arbitraire  que  nous  dési- 
gnerons par  3  A  j  on  a  donc 

u.i(r)  d.t(r) 

 1  ~7~     =  } 

r  ar 
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d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

B 

9(t)=u4r+—, 

B  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Toutes  les  loix  d'attrac- 
tion dans  lesquelles  une  sphère  agit  sur  un  point  extérieur  placé  à  la 
distance  r  de  son  centre,  comme  si  toute  sa  masse  éloit  réunie  à  ce 
centre ,  sont  donc  comprises  dans  la  formule  générale 

B 

f 

il  est  aisé  de  voir  qu'en  effet,  cette  valeur  satisfait  à  l'équation  ÇD) 
quels  que  soient  ud  et  B. 

Si  l'on  suppose  A—o,  on  aura  la  loi  de  la  nature,  et  l'on  voit  que 
dans  le  nombre  infini  des  loix  qui  rendent  l'attraction  très-petite  à 
de  grandes  distances,  celle  de  la  nature  est  la  seule  dans  laquelle  les 
sphères  ont  la  propriété  d'agir,  comme  si  leurs  masses  étoient  réu- 
nies à  leurs  centres. 

Cette  loi  est  Encore  la  seule  dans  laquelle  un  corps  placé  au- 
dedans  d'une  couche  sphérique ,  par-tout  d'égale  épaisseur,  est  éga- 
lement attiré  de  toutes  parts.  Il  résulte  de  l'analyse  précédente , 
que  l'attraction  de  la  couche  sphérique  dont  l'épaisseur  est  du,  sur 
un  point  placé  dans  son  intérieur ,  a  pour  expression  , 

2T.UCIU.  <_£  >  • 

C  dr  ) 

Pour  que  cette  fonction  soit  nulle ,  on  doit  avoir 
•i(u-\-r)  —  4  (u — r)==r.  U , 

U  étant  une  fonction  de  u ,  indépendante  de  r ,  et  il  est  facile  de 

B 

voir  que  cela  a  lieu  dans  la  loi  de  la  nature  ou  <p  (f)  —  jj>  Mais 

pour  faire  voir  que  cela  n'a  lieu  que  dans  cette  loi ,  nous  désigne- 
rons par4'C/V>  la  différence  de  -\(f),  divisée  par  dfj  nous  dé- 
signerons encore  par  4"  (f)A&  différence  -de-^'Cf),  divisée  par  df, 
et  ainsi  de  suite  ;  nous  aurons  ainsi ,  en  différenciant  deux  fois  de 
suite ,  l'équation  précédente ,  par  rapport  kr , 

4"(u  +  r)—V(u  —  r)=o. 
Cette  équation  ayant  lieu ,  quels  que  soient  u  et  r ,  il  en  résulte  que 
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4-"(f)  doit  être  égal  à  une  constante,  quel  que  soity,  et  qu'ainsi 
4"'  (f)—o;  or  on  a ,  par  ce  qui  précède  , 

d'où  l'on  tire 

r(f)=2.v(/)+f'?'(f)i 

on  a  donc 

0  =  2.9Xf)+f.9'(f)S 
ce  qui  donne  en  intégrant,  <p(f)  =JÏ>  et  Par  conséquent,  la  loi  d© 
la  nature. 

l3.  Reprenons  l'équation  (C)  du  n°.  il.  Si  l'on  pou  voit  inté- 
grer généralement  cette  équation  ;  on  auroit  une  expression  de  P~ , 
qui  renfermeroit  deux  fonctions  arbitraires  que  l'on  déterroineroit 
en  cherchant  l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  situé  dans  une 
position  qui  facilite  cette  recherche ,  et  en  comparant  cette  attrac- 
tion à  son  expression  générale,  Mais  l'intégration  de  l'équation  (  C) 
n'est  possible  que  dans  quelques  cas  particuliers  ,  tels  que  celui  où 
le  sphéroïde  attirant  est  une  sphère,  ce  qui  réduit  cette  équation  aux 
différences  ordinaires  ;  elle  est  encore  possible  dans  le  cas  où  ce 
sphéroïde  est  un  cylindre  dont  la  base  est  une  courbe  rentrante ,  et 
dont  la  longueur  est  infinie  :  on  verra  dans  le  troisième  Livre,  que 
ce  cas  particulier  renferme  la  théorie  des  anneaux  de  Saturne. 

Fixons  l'origine  des  r ,  sur  l'axe  même  du  cylindre  que  nous 
supposerons  d'une  longueur  infinie  de  chaque  côté  de  cette  origine. 
En  nommant  /  la  distance  du  point  attiré  ,  à  l'axe  ;  on  aura 

r'=r.  Vx  —  f*\ 

Il  est  visible  que  T^ne  dépend  que  de  r  et  de  «  ,  puisqu'il  est  le 
même  pour  tous  les  points  relativement  auxquels  ces  deux  variaT- 
bles  sont  les  mêmes;  il  ne  renferme  donc  fi,  qu'autant  que  r'  est 
fonction  de  cette  variable  ;  ce  qui  donne 


J'équation  (C)  devient  ainsi, 

,    fddV\     /ddV\  ,    ,  (d  v\ 

4'pù 
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d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

P*=à  ?  {  /.  cos.  m  +  r  .  V  3£  sin.  * }  +4  (  r  .  cos.  ™~r' .  V ~.  sin.  •  }  ; 
p  (r')  et  4(fr';  étant  des  fonctions  arbitraires  de  r',  que  l'on  pourra 
déterminer ,  en  cherchant  l'attraction  du  cylindre ,  lorsque  <*  est 
nul,  et  lorsqu'il  est  égal  à  un  angle  droit. 

Si  la  base  du  cylindre  est  un  cercle ,  Posera  évidemment  une 
fonction  de  r,  indépendante  de  *  ;  l'équation  précédente  aux  diffé- 
rences partielles  deviendra  ainsi , 

,  fddV\  ,    ,  fdV\ 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

~\d?)~  /  ' 

H  étant  une  constante.  Pour  la  déterminer,  nous  supposerons  r 
extrêmement  grand  par  rapport  au  rayon  de  la  base  du  cylindre, 
ce  qui  permet  de  considérer  le  cylindre  comme  une  ligne  droite 
infinie.  Soit  A  cette  base,  et.*  la  distance  d'un  point  quelconque 
cle  l'axe  du  cylindre  ,  au  point  où  cet  axe  est  rencontré  par  r  ; 
l'action  du  cylindre  considéré  comme  concentré  sur  son  axe,  sera 
parallèlement  à  r',  égale  à 

~  Ar'  .dz 

l'intégrale  étant  prise  depuis  z  =  —  oo ,  jusqu'à  z  —  <x  ;  ce  qui  ré- 

aA  fdv\   i  > 

duit  cette  intégrale  à  — ;  c'est  l'expression  de  —  hgj^  J,  lorsque  r 

est  très-considérable.  Enlacomparantàlaprécédente,  onair=  2!^, 
et  l'on  voit  que  quel  que  soit  r,  l'action  du  cylindre  sur  un  point 
a  A 

extérieur ,  est  — -, 
r 

Si  le  point  attiré  est  au- dedans  d'une  couche  cylindrique  circu- 
laire ,  d'une  épaisseur  constante,  et  d'une  longueur  infinie  ;  on  a 

encore  _  (fpj        i  et  comme  l'attraction  est  nulle ,  lorsque  le 

point  attiré  est  sur  l'axe  même  cle  la  couche  ,  on  a  H  =  o  ,  et  par 
conséquent,  un  point  placé  dans  l'intérieur  de  la  couche  ,  est  éga- 
lement attiré  de  toutes  parts. 
MÉCAN.  cél.  Tome  1. 
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l4.  On  peut  étendre  au  mouvement  d'un  corps,  les  équa-, 
tions  (^)j  (B)  et  (  C)  du  n°.  11  ,  et  en  tirer  ûne  équation  de 
condition  très-utile  ,  soit  pour  vérifier  les  calculs  de  la  théorie, 
soit  pour  vérifier  la  théorie  même  de  la  pesanteur  universelle.  Les 
équations  différentielles  (1) ,  (2),  (5)  du  n°.  g,  qui  déterminent 
le  mouvement  relatif  de  m  autour  de  M ,  peuvent  être  mises  sous 
cette  forme  ; 

ddx      /dQ\  ddy_/dQ\^        ddz  _MQ\  ... 

it»'^3*/  >     'dtr~\dj);     ~dF'~\dzJ  ; 

,  M+m  m' .(xx'-\-yy'-\-zz')      *        .,     ,  .  , 

Q  étant  égal  à  —  2  .  '  -+      et  il  est  facile  de 

r  y  m 

voir  que  l'on  a 

si  les  variables  x',  y',  z',  x",  &c. ,  que  Q  renferme ,  sont  indépen- 
dantes des  x ,  y  et  z. 

Transformons  les  variables  x,  y,  z ,  en  d'autres  plus  commodes 
pour  les  usages  astronomiques,  r  étant  le  rayon  mené  du  centre 
de  M  à  celui  de  m ,  nous  nommerons  v  l'angle  que  la  projection  de 
ce  rayon  sur  le  plan  des  x  et  des  y ,  fait  avec  l'axe  des  x  y  et  9 , 
l'inclinaison  de  r  sur  le  même  plan  ;  on  aura 

x  =  r .  cos.  9 .  cos.  v  ; 

y  t=  r.  cos.  S .  sin.  v  ; 

z  =  r.  sin.  0. 

L'équation  (Ë)  rapportée  à  ces  nouvelles  variables,  sera  par  le 
n°.  11, 

/ddQ\ 

si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (  i  ) ,  par  cos.  0.  cos.*-;  la 
seconde,  par  cos.  9ésiri.*>;  la  troisième,  par  sin.  flj  et  si  pour 
abréger,  on  fait 

ddr      r.dv*        ,„  r.-dfl» 
M  =  ■  : — .cos.2 


dt1        dp  dt 

on  aura,  en  les  ajoutant , 


M'. 
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Pareillement ,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (i) ,  par 
—  /".  cos,  8 . sin.  v  y  la  -  oncle,  par  7\cos.  S.cos.v,  et  qu'ensuite  ou 
les  ajoute  ,  et  que  l'on  suppose 

tf.(r>co,°*) 


dt 

on  aura 


N': 


Enfin  ,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (i)  ,  par 

—  r.  sin.  6 .  cos.  v  ;  la  seconde ,  par  —  r.  sin.  8 .  sin.  v  ;  qu'on  les  ajoute 

à  la  troisième ,  multipliée  par  cos.  9  ,  et  que  l'on  fasse 

ddô  dv*    .     .  .  srdrdS 

P'  =  r%.-,  r-^.-i—  .sin.  8. cos.  9  +  —- ;  i 

dt''  dt*  dt*  * 

on  aura 

Les  valeurs  de  r,  v  et  9 ,  renferment  six  arbitraires  introduites  par 
les  intégrations.  Considérons  trois  quelconques  de  ces  arbitraires 

que  nous  désignerons  par  a,  b,  c ;  l'équation  M'=(^-^-J  don- 
nera les  trois  suivantes  : 

/ddQ\    /dr\     /ddQ\    /dv\     fddQ\   (  db\__(dM\; 
\drV  '  \d^)+\drdv)  '  \d^)+\d7ds)'  \  dli)^\da~) 
/ddQ\    /dr\     /ddQ\    /dv\     /ddQ\  {M\__/dM'\ 

\^J'\dl>)  +  \d7dï>)  '\dl>)+\d7dl)'  \  db)~~\dT)* 

/d dQ\    /dr\     /ddQ\    /dv\     SddCA    fdê\_/  dM'\ 

\^)\Tc)+(did'v)'  \Tc)+\dTs)\Tc)^\dT)i 

On  tirera  de  ces  équations ,  la  valeur  de  (^J~fj  >  e^  si  l'on  fait 

\db  J    \dc  /      \dc  J    \db  J 
_(dv\    /dù\       /diA  /dû\ 
n-\ïc)'\da)~\Ta)'\Tc)S 


/dv\    /dù\  /dv\ 
\d^)'\db)~\Tb)'\da)i 
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/dM'\  kt  fdM'\  .       ,        afl  (dM'\ 

0==m.^cos.^.(;—  J  +  ^cos.'Ô.(^-)+/>.r  .cos.  fl.^J 

'+  m"  •  00k«  9 .  jjjg)  +      cos.  9 .  (^)  cos.  9 .  (£) 

+  f .  {  2  r  .M' .  cos.a  9  —  P' .  sin.  9 .  cos.  9 } . 

Dans  la  théorie  de  la  lune ,  on  néglige  les  perturbations  que  son 
action  produit  dans  le  mouvement  relatif  du  soleil  autour  de  la 
terre  ,  ce  qui  revient  à  regarder  sa  masse  comme  infiniment  petite. 
Alors  les  variables  x',y',  z',  relatives  au  soleil ,  sont  indépendantes 
de  x , y ,  z  ,  et  l'équation  (G)  a  lieu  dans  cette  théorie  ;  il  faut  donc 
que  les  valeurs  trouvées  pour  r,  v  et  9  ,y  satisfassent,  ce  qui  donne 
un  moyen  de  vérifier  ces  valeurs.  Si  les  inégalités  observées 
dans  le  mouvement  de  la  lune ,  sont  le  résultat  de  l'attraction  mu- 
tuelle de  ces  trois  corps  ,  le  soleil,  la  terre  et  la  lune,  il  faut  que  les 
valeurs  de  r ,  v  &  9  ,  tirées  des  observations  ,  satisfassent  à  l'équa- 
tion (G),  ce  qui  donne  un  moyen  de  vérifier  la  théorie  de  la 
pesanteur  universelle  ;  car  les  longitudes  moyennes  de  la  lune  ,  de 
son  périgée,  et  de  son  nœud  ascendant ,  entrent  dans  ces  valeurs  , 
et  l'on  peut  prendre  pour  a ,  b ,  c  ,  ces  longitudes. 

Pareillement,  si  dans  la  théorie  des  planètes,  on  néglige  le 
quarré  des  forces  perturbatrices  ,  ce  qui  est  presque  toujours  per- 
mis ;  alors  ,  dans  la  théorie  de  la  planète  dont  les  coordonnées  sont 
x,  y,  z,  on  peut  supposer  que  les  coordonnées  x',  y',  z',  x",  &c. 
des  autres  planètes  ,  sont  relatives  à  leur  mouvement  elliptique  , 
et  par  conséquent ,  indépendantes  de  x,y,  z;  l'équation  (G)  a  donc 
encore  lieu  dans  cette  théorie. 

l5.  Les  équations  différentielles  du  n°.  précédent , 


ddr  r.dv* 
.  ~ — .cos.  9 

de  dt* 


d 


d  _(dQ\ 

'dJ~\d7); 


y  (S) 


dt 

ddê         dv*    .     „         .     ardr.dt  /dQ\ 

■  +  r\  — .sm.9.cos.9  +  — tt— =  \~JT  )■ 
n      dt2  dt*  \<t®  / 


dt' 
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ne  sont  qu'une  combinaison  des  équations  différentielles  (i)  du 
même  n°.  ;  mais  elles  sont  plus  commodes ,  et  plus  adaptées  aux 
usages  astronomiques.  On  peut  leur  donner  d'autres  formes  qui 
peuvent  être  utiles  dans  diverses  circonstances. 

Au  lieu  des  variables  r  et  6 ,  considérons  celles-ci  u  et  s,  u  étant 

égal  à  ^  —  ■  ,  ou  à  l'unité  divisée  par  la  projection  du  rayon  vec- 
teur ,  sur  le  plan  des  x  et  des  y  ;  et  s  étant  égal  à  tang.  9 ,  ou  à  la 
tangente  de  la  latitude  de  m  au-dessus  du  même  plan.  Si  l'on  mul- 
tiplie la  seconde  des  équations  {H)  par  r*dp.  cos.2  9 ,  et  qu'ensuite , 
on  l'intègre  3  on  aura 

f  dv  Y      ,  rfdQ\  dv 

h  étant  une  constante  arbitraire  ;  on  a  donc 

dt=  a  . 


Si  l'on  ajoute  la  première  des  équations  {H)  multipliée  par  — cos,9 , 

■  i         •  »i  •  t  ,  sin.8 

a  la  troisième  multipliée  par  < — — ,  on  aura 


u     1  dv* 


dV-       u  dt* 

d'où  l'on  tire 


\u*dtj     udt  [\duj     u  \  ds  J 

En  substituant  pour  dt,  sa  valeur  précédente,  et  regardant  dp 
comme  constant ,  on  aura 

_ddu       fdQ\  du    fdQ\    s  fdG\ 
°  —  ~d^+u +\l^)'^~{du~)~z\~d7) 

rfdQ\  dv 

La  troisième  des  équations  (H)  deviendra  de  la  même  manière,, 
en  y  traitant  dp  comme  constant, 

dds  ds  /dQ\  y  /dQ\  /dQ\ 
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On  aura  donc,  au  lieu  des  trois  équations  différentielles  {H),  les 
ruivantes  : 

dv 


ddli  /dQ\  du 


dv  J  v?dv 


dQ\  s  fdQ\ 
du )      u  \  ds  J 


n/dQ\  dv 


ds 

Si  l'on  veut  éviter  les  fractions  et  les  radicaux  ;  on  pourra  donner 
à  ces  équations ,  la  forme  suivante  : 

ddt  esdudt 


O  = 


dv'  udv* 


i  /dQ\  dt3 

'^\7^)'dV^' 


\dv*        J    \        h*   J  \dv  /    u*  ) 

x      (/dQ\     du       fdQ\      s_    fdQ\]  t 
+  h^'{\dVJ'  u*dv~~\du)      u'\ds)j>  K  J 

En  employant  d'autres  coordonnées ,  on  formeroit  de  nouveaux 
systèmes  d'équations  différentielles  :  supposons  ,  par  exemple ,  que 
l'on  change  les  coordonnées  x  et  y,  des  équations  (i)  du  n°.  i4, 
en  d'autres  relatives  à  deux  axes  mobiles  situés  sur  le  plan  de  ces 
coordonnées ,  et  dont  le  premier  indique  la  longitude  moyenne  du 
corps  m,  tandis  que  le  second  lui  est  perpendiculaire.  Soient  xt  et  y, 
les  coordonnées  de  m ,  relativement  à  ces  axes ,  et  désignons  par 
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nt+t,  la  longitude  moyenne  de  m  ,  ou  l'angle  que  l'axe  mobile 

des  x/  fait  avec  l'axe  des  x  ;  on  aura 

x  =  xrcos.(?it+i) — frsin-  (nt+0  S 
y  —  xrsïn.  (nt+e)  +yi.cos.(nt+i)  ; 

d'où  l'on  tire  ,  en  supposant  dt  constant, 

ddx .  cos.  (nt +  0  +  ddy  .si»,  (nt + 1)  =  ddx,  —  rfx, .  dt"  —  zndy, .  dt  ; 

ddy .  cos.         s )—ddx .  sin.  f  /ît  + 1)  =  ddy  —  n*y,  .df+a  ndx, .  dt. 
En  substituant  dans  Q,  au  lieu  de  x  et  de  y,  leurs  valeurs  précé- 
dentes ;  on  aura 

Cela  posé,  les  équations  différentielles  (ï)  donneront  les  trois  sui- 
vantes : 

d*x,        .  dy,  /dQ 

°=-dF-nx'-'2n'lîï-\d^, 


dt* 
d*  z 
°~  dt" 


Après  avoir  donné  les  équations  différentielles  du  mouvement 
d'un  système  de  corps  soumis  à  leur  attraction  mutuelle,  et  après 
en  avoir  déterminé  les  seules  intégrales  exactes  que  l'on  ait  pu 
obtenir  jusqu'à  présent;  il  nous  reste  à  intégrer  ces  équations,  par 
des  approximations  successives.  Dans  le  système  solaire  ,  les  corps 
célestes  se  meuvent  à-peu-près  ,  comme  s'ils  n'obéissoient  qu'à  la 
force  principale  qui  les  anime ,  et  les  forces  perturbatrices  sont 
peu  considérables  ;  on  peut  donc ,  dans  une  première  approxima- 
tion, ne  considérer  que  l'action  mutuelle  de  deux  corps,  savoir, 
celle  d'une  planète  ou  d'une  comète  et  du  soleil ,  dans  la  théorie 
des  planètes  et  des  comètes  ;  et  l'action  mutuelle  d'un  satellite  et  de 
sa  planète ,  dans  la  théorie  des  satellites.  Nous  commencerons  ainsi 

par 
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par  donner  une  détermination  rigoureuse  du  mouvement  de  deux 
corps  qui  s'attirent  :  cette  première  approximation  nous  conduira 
à  une  seconde  dans  laquelle  nous  aurons  égard  à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices  •  ensuite ,  nous  considérerons 
les  quarrés  et  les  produits  de  ces  forces  ;  en  continuant  ainsi ,  nous 
déterminerons  les  mouvemens  célestes  avec  toute  la  précision  que 
les  observations  comportent 


Mécan.  cél.  Tome  1. 


V 
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CHAPITRE  III. 

Première  approximation  des  mouvemens  célestes ,  ou  théorie 
du  mouvement  elliptique. 

1 6.  Nous  avons  déjà  fait  voir  dans  le  premier  Chapitre,  qu'un 
corps  attiré  vers  un  point  fixe ,  par  une  force  réciproque  au  quarré 
de  la  distance ,  décrit  une  section  conique  ;  or  dans  le  mouvement 
relatif  du  corps  m  autour  de  M ,  ce  dernier  corps  étant  considéré 
comme  en  repos ,  il  faut  transporter  en  sens  contraire  à  m ,  l'ac- 
tion que  m  exerce  sur  M  ;  ainsi,  dans  ce  mouvement  relatif,  m 
est  sollicité  vers  M  \  par  une  force  égale  à  la  somme  des  masses  M 
et  m ,  divisée  par  le  quarré  de  leur  distance  ;  le  corps  m  décrit 
donc  une  section  conique  autour  de  M.  Mais  l'importance  de  cet 
objet  dans  la  théorie  du  système  du  monde ,  exige  que  nous  le 
reprenions  sous  de  nouveaux  points  de  vue. 

Pour  cela,  considérons  les  équations  (K)  dun°.  i5.  Si  l'on  fait 
M+?7i=  F  ,  il  est  visible  ,  par  le  n°.  i4 ,  qu'en  n'ayant  égard  qu'à 

,    fit  , 

l'action  réciproque  de  .M et  de  m,  Q  est  égal  a  -,  ou  a  — — 
les  équations  (K)  deviennent  ainsi 

dv 
n.u 

ddu 
o=-—  +  u  — 


'  ~       h*.(l+ss)ï  - 


dds 

0=  —  \-S. 

dv* 


L'aire  décrite  pendant  l'élément  de  temps  dt,  par  la  projection  du 
rayon  vecteur,  étant  égale  à|i— j  la  première  de  ces  équations 
nous  apprend  que  cette  aire  est  proportionnelle  à  cet  élément ,  et 
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qu'ainsi ,  dans  un  temps  fini ,  elle  est  proportionnelle  au  temps. 
La  dernière  équation  donne  en  l'intégrant , 

s  —  y.s'm.  (V  —  S) , 
y  et  6  étant  deux  arbitraires.  Enfin ,  la  seconde  donne  par  son 
intégration 

<J-  ri/ — i        ■  /  M  Vi+ss 

U~^r    ■     ^-{y  i+ss  +  ecos.  (if  —  v)}  =  

e  et  <&  étant  deux  nouvelles  arbitraires.  En  substituant  dans  cette 
expression  de  u,  au  lieu  de  s  ,  sa  valeur  en  v ,  et  substituant  en- 

eLyt  .  ■  . 

suite  cette  expression,  dans  l'équation  dt—  - — -  ;  l'intégrale  de 

cette  équation  donnera  t  en  fonction  de  v  ;  on  aura  donc  ainsi  v,  u 
et  s ,  en  fonctions  du  temps. 

On  peut  simplifier  considérablement  ce  calcul ,  en  observant  que 
la  valeur  de  s  indique  que  l'orbite  est  toute  dans  un  plan  dont  y 
est  la  tangente  d'inclinaison  sur  le  plan  fixe ,  et  dont  S  est  la  longi- 
t  ude  du  nœud,  comptée  de  l'origine  de  l'angle  v.  En  rapportant  donc 
à  ce  plan ,  le  mouvement  de  m  ;  on  aura  s  =  o  et  y=^o,  ce  qui 
donne 

w  =  -=  t~.  {l  +  É?.COS.(> — 
Cette  équation  est  à  une  ellipse  dans  laquelle  l'origine  des  r  est  au 
foyer  :  est  le  demi-grand  axe  que  nous  désignerons  par  a; 

e  est  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  ;  enfin,  w  est  la 

clv  .  . 

longitude  du  périhélie.  L'équation  dt=  - — -,  devient  ainsi , 

I  j_ 

a*  .(\  —  e2)*  .dv 

dt- 


.  {  î  +e  •  cos.  (v  —  <B )  y  % 
Développons  le  second  membre  de  cette  équation ,  dans  une  série 
de  cosinus  de  l'angle  v  —      et  de  ses  multiples.  Pour  cela ,  nous 

commencerons  par  développer  — ■  ;   ,  dans  une  série 

r  **      i  -\-e.cos.(v  —  nr) 

semblable.  Si  l'on  fait 


V  2 
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on  aura 


— (v— vi-sf —  i 


c  étant  le  nombre-  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  En 
développant  le  second  membre  de  cette  équation ,  en  série  ;  savoir, 
,  .  '     .  .  (v  —  *).y/-Z- 

le  premier  terme  relativement  aux  puissances  de  c 

et  le  second  terme  relativement  aux  puissances  de  c  , 
et  en  substituant  ensuite ,  au  lieu  des  exponentielles  imaginaires , 
leurs  expressions  en  sinus  et  cossus  ;  on  trouvera 


i  +  e.ços.(V— <m)  i/j—e» 
.  {  1  2  A.  COS.  (v—<sr)  +  2A* .  COS.  2  ( V—v )—2  A3 .  COS.  5(v—vr)  +  &C. }  - 

Nommons  p  le  second  membre  de  cette  équation ,  et  faisons  q  =  -  ; 
nous  aurons  généralement , 

{i-1-e.cos.O  —  •&)}'!<+>  iva.3.  ...m.dqm  ' 

dq  étant  supposé  constant,  et  les  signes  +  ou  —  ayant  lieu,  suivant 
que  m  est  pair  ou  impair.  De-là ,  il  est  aisé  de  conclure  que  si  l'on 
fait 


■  =         e*)  * 


{  1  +  e .  cos.  (v  —  Tir)  j  '■ 

.  { i  +        cos.(V— cos.2^— ^>f£(3). cos.5(V— ^;+&c. )  ; 
on  aura ,  quel  que  soit  i , 

lé  signe  +  ayant  lieu ,  si  i  est  pair ,  et  le  signe  —  ayant  lieu ,  si  i  est 

_! 

impair;  en  supposant  donc  n~a  2 .  t/7T,  on  aura 

ndt  =  dv .  { i  +  £(  '  5 .  cos .  (V— *;  +  £W .  cos.  a  (V—  «  ; + .  cos.5(V— +  &c.  J  ; 
et  en  intégrant , 

nt  +  s  =  v  +  £W .  sin.f  «/— »;  +  i .  JgW.  si„.  3^_L* ;  +  a  .  £(    sin.  3<V-.»;  +  &c. 
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s  étant  une  arbitraire.  Cette  expression  de  n  £+  e  est  fort  conver- 
gente ,  lorsque  les  orbites  sont  peu  excentriques  ,  telles  que  les 
orbites  des  planètes  et  des  satellites  ;  et  l'on  peut ,  par  le  retour  des 
suites,  en  conclure  la  valeur  de  v  en  t  :  nous  nous  occuperons  de 
cet  objet,  dans  les  n°s.  suivans. 

Lorsque  la  planète  revient  au  même  point  de  son  orbite  ,  a  est 
augmenté  de  la  circonférence  que  nous  représenterons  toujours 
par  2  7r  j  en  nommant  donc  T  le  temps  d'une  révolution ,  on  aura 


tp     2  'T 


2 

ut  .a* 

i/7*  ' 


Cette  expression  de  Tpeut  être  immédiatement  déduite  de  l'ex- 
pression différentielle  de  dt,  sans  recourir  aux  séries.  Reprenons 

èn  effet,  l'équation  dt  —  ,  ou  dt=       •  Elle  donne  T=^-^.- 

x  n.ii1  h  h 

f  r*dv  est  le  double  de  la  surface  de  l'ellipse  ,  et  par  conséquent  ? 

il  est  égal  à  27r.a? .  y  1 — £%•  de  plus  ,  h"  est  égal  à  ^a.  (  1 — ë") ;  01I 

aura  ainsi  la  même  expression  de  T  que  ci-dessus. 

Si  l'on  néglige  les  masses  des  planètes ,  relativement  à  celle  du 

soleil ,  on  a  \/]Â=  V~Mj  la  valeur  de  y/Jj-  est  alors  la  même  pour 

l 

toutes  les  planètes;  T  est  donc  proportionnel  alors  à  a~}  et  par 
conséquent ,  les  quarrés  des  temps  des  révolutions ,  sont  comme 
les  cubes  des  grands  axes  des  orbites.  On  voit  que  la  même  loi  a 
lieu  dans  le  mouvement  des  satellites,  autour  de  leur  planète, 
en  négligeant  leurs  masses  relativement  à  celle  de  la  planète. 

1 J .  On  peut  encore  intégrer  de  cette  manière  ,  les  équations 
du  mouvement  de  deux  corps  M  et  m  ,  qui  s'attirent  en  raison 
réciproque  du  quarré  des  distances.  Reprenons  les  équations  (  1  ) , 
(2)  et  (5)  du  n°.  9;  elles  deviennent,  en  ne  considérant  que  l'ac- 
tion des  deux  corps  Met  m,  et  faisant  M+m  —  p  , 

ddx     u . x 


0  = 


dt* 
ddy 

dtu 
ddz 


(O) 


dt" 


O 
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Les  intégrales  de  ces'équations  donneront,  en  fonctions  du  temps  t , 
les  trois  coordonnées  x,y,  z,  du  corps  m,  rapportées  au  centre 
de  M:  on  aura,  ensuite,  par  le  n°.  9,  les  coordonnées  f}  n  et  y 
du  corps  M,  rapportées  à  un  point  fixe ,  au  moyen  des  équations 

Enfin ,  on  aura  les  coordonnées  de  m ,  par  rapport  au  même  point 
fixe  ,  en  ajoutant  x  à  U ,  et  z  à  y  ;  on  aura  ainsi  le  mouvement 
relatif  des  corps  M  et  m ,  et  leur  mouvement  absolu  dans  l'espace. 
Tout  se  réduit  donc  à  intégrer  les  équations  différentielles  (  O). 

Pour  cela  ,  nous  observerons  que  si  l'on  a  entre  les  n  variables 
x{'\  x{*\   x^,  et  la  variable  t  dont  la  différence  est  sup- 
posée constante,  un  nombre  n  d'équations  différentielles  données 
par  la  suivante  : 

+^-^^-  +  JB--^-  +H'X  ' 

dans  laquelle  on  suppose  s  successivement  égal  à  1,  2,  5,  »  j 

^4 ,  B,  -ET  étant  des  fonctions  des  variables        xW,  &c. ,  et 

de  t ,  symétriques  par  rapport  aux  variables  *{*>,  #W ....  a^"5,  c'est- 
à-dire,  telles  qu'elles  restent  les  mêmes ,  lorsque  l'on  y  change  une 
quelconque  de  ces  variables  dans  une  autre  ,  et  réciproquement  ; 
on  peut  supposer 

*('):=  a^.x^-i+')+b^.xC-i+>)  +h^.x^; 

x{*)—  ^).^»-h-j)+jw.*{'*-*+43  +*«;*(•>• 

^ >)  £0)  aw,        &c. ,  étant  des  arbitraires  dont  le  nombre 

est  i.(n-i).  Il  est  clair  que  ces  valeurs  satisfont  au  système  pro- 
posé des  équations  différentielles  :  de  plus,  elles  réduisent  ces 
équations  ,  à  i  équations  différentielles  entre  les  1  variables  x{n"l+1\ 
. . .  Leurs  intégrales  introduiront  i*  nouvelles  arbi- 
traires qui,  réupies  aux  i.(n-i)  précédentes,  formeront  les  in 
arbitraires  que  doit  donner  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles proposées, 
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Si  l'on  applique  ce  théorème ,  aux  équations  (  O  )  ;  on  voit  que 
z  =  ax  +  by ,  aetb  étant  deux  arbitraires.  Cette  équation  est  celle 
d'un  plan  passant  par  l'origine  des  coordonnées  ;  ainsi  l'orbite  de  m 
est  toute  entière  dans  un  même  plan. 

Les  équations  (  O)  donnent 

/  ..   ddx\  ,  ' 

o—d.[  r\— — \-\-p.ax 

or  en  différentiant  deux  fois  de  suite ,  l'équation  rdr—xdx-\-ydy-\-zdzi 
on  a 

r.JV+3  dr.ddr—  x.d^+y.dy+z.cPz 

-\-5.(dx.ddx  +  dy.ddy  +  .ddz) , 

et  par  conséquent , 

*  (  rK  Tf)  =  *  [x'% 

+  0r\[dx.^.+dj.^  +  dz.-17^ 

En  substituant  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  au  lieu  de 
d3x ,  d  'y ,  d3z,  leurs  valeurs  données  par  les  équations  (  O' )  ,  et 
ensuite,  au  lieu  de  ddx,  ddy,  ddz,  leurs  valeurs  données  par 
les  équations  (  O  )  ;  on  trouvera 


Si  l'on  compare  cette  équation  aux  équations  (O')  ;  on  aura,  en 

-  dx     dy  dz 

vertu  du  théorème  exposé  ci-dessus ,  en  considérant  — ,  — ,  —  , 

at      at  at 

dt 

— ,  comme  autant  de  variables  particulières  *(,),  x^\  x^,  x^j  et  r, 

dt 

comme  fonction  du  temps  t  ; 

dr  =  f^.dx  +  y.dy  ; 


160  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

a  ,  y ,  étant  des  constantes  ;  et  en  intégrant , 

r= — \-*x  +  yy , 

h0- 

—  étant  mie  constante.  Cette  équation  combinée  avec  celles-ci  . 

z  =  ax  +  by  ;      r1  —  x*  +y2  +  z* , 

donne  une  équation  du  second  degré  ,  soit  en  x  ety ,  soit  en  x  et  z , 
soit  en  y  et  z  ;  d'où  il  suit  que  les  trois  projections  de  la  courbe 
décrite  par  m  autour  de  M. ,  sont  des  lignes  du  second  ordre ,  et 
qu'ainsi ,  cette  courbe  étant  toute  dans  un  même  plan ,  elle  est  elle- 
même  une  ligne  du  second  ordre  ,  ou  une  section  conique.  Il  est 
facile  de  s'assurer  par  la  nature  de  ce  genre  de  courbes,  que  le  rayon 
vecteur  r  étant  exprimé  par  une  fonction  linéaire  des  coordonnées 
x  ,  y  ;  l'origine  de  ces  coordonnées  doit  être  au  foyer  de  la  section. 

Maintenant  l'équation  r=  (-  a  .  x  +  y*y,  donne  ei*  vertu  des 

équations  (  O), 

R1)  . 


ddi 


dp  '  r         r*  ' 
En  multipliant  cette  équation  par  dr,  et  en  l'intégrant  ;  on  aura 

r1.-  >2/*tH  r-i-A*  =  o  , 

dp  a'  ' 

a'  étant  une  constante  arbitraire.  De-là  on  tire 

rdr 


fit  — 


,  /  ra  h* 
1/    2r— —  

Y  a  fji. 


cette  équation  donnera  r  en  fonction  de  t  ;  et  comme  x ,y,  z  sont 
donnés  par  ce  qui  précède ,  en  fonctions  de  ri  on  aura  les  coor- 
données de  m ,  en  fonctions  du  temps, 

1 8.  On  peut  parvenir  à  ces  diverses  équations ,  par  la  méthode 
suivante  qui  a  l'avantage  de  donner  les  arbitraires  ,  en  fonctions 
des  coordonnées  x,  y ,  z ,  et  de  leurs  premières  différences  ;  ce  qui 
nous  sera  très-utile  dans  la  suite. 

Supposons  que         constante  5  soit  une  intégrale  du  premier 

ordre 
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ordre  des  équations  (O),  V  étant  fonction  de  x:y,  z,  —  , 

dy  dz 

—  ,  —  :  nommons  *• ,  y' ,  z'  ces  trois  dernières  quantités.  L'équa- 
tion V  =  constante,  donnera  par  sa  différentiation  , 
(àV\    dx     fdV\    dy     (dV\    dz     (dV\    doc'     (dV\    dy'     fdV\  d£ 

\dx);  di  +\dy)'dt  +\Jï)'Tt+\dï-)-  lT+\dy)'  dT+\t//'  dt 

mais  les  équations  (O)  donnent 

dx  dy'  [xy  dz'  uz 

~dt~~~~;      ~d7~~'~  *      ~dl~  7~' 

on  a  donc  l'équation  identique  ,  aux  différences  partielles  , 


Il  est  clair  que  toute  fonction  de  *,  y,  z,  x',y',  z',  qui  substituée 
pour  V,  dans  cette  équation  ,1a  rend  identiquement  nulle  ,  devient, 
en  l'égalant  k  une  constante  arbitraire ,  une  intégrale  du  premier- 
ordre  des  équations  (O), 
Supposons 

r=  ZT+U'+U"+  &c. , 
U  étant  fonction  des  trois  variables  x,  y,  z;  Ur  étant  fonction  des 
six  variables  x,y,  z,  y'  z' ,  mais  du  premier  ordre  relative-» 
ment  à  x',  y',  z'y  TJ"  étant  fonction  des  mêmes  variables ,  et  dit 
second  ordre  relativement  hx',y',  z';  et  ainsi  de  suite.  Substituons 
cette  valeur  dans  l'équation  (/),  et  comparons  séparément  i°.  les 
termes  sans  x',  y',  z' ;  20.  ceux  qui  renferment  la  première  puis- 
sance de  ces  variables  ;  5°.  ceux  qui  renferment  leurs  quarrés  et 
Jeurs  produits ,  et  ainsi  de  suite;  nous  aurons 

/dU'\         /dU'\  /dU'\ 

c, 

Mkcast.  cél.  Tome  I.  X, 
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L'intégrale  de  la  première  de  ces  équations  est ,  comme  l'on  sait 
parla  théorie  des  équations  à  différences  partielles, 

U'  =  îoncl.{xy'—yx' ,    xz'—zx',   yz'—zy',  x,y,z). 
La  valeur  de  ïf  devant  être  linéaire  en     /,  z!}  nous  la  suppose- 
rons de  cette  forme  : 

U'^=^.{x  y1— y  x'}+B.(xz'—zx')+C.(yz'—  zy')  ; 
^4  ,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Arrêtons  ensuite  la 
valeur  de  V  au  terme  U",  en  sorte  que  U'",         &c.  soient  nuls  ; 
la  troisième  des  équations  (I  )  deviendra 

,  /dV'\        ,  (àV'\  '     ,  fdU'\ 

La  valeur  précédente  de  U'  satisfait  encore  à  cette  équation.  La  qua- 
trième des  équations  (  I')  devient 

,  fdU"\        ,  fdU"\  ,     ,  (dU"\ 

équation  dont  l'intégrale  est 

U"  =  îonc\.{xy'—yx' ,    xz'—zx',    yz'—zy',    x',y' z'}. 

Cette  fonction  doit  satisfaire  à  la  seconde  des  équations  (/'),  et 
le  premier  membre  de  cette  équation  multipliée  par  dt,  est  évidem- 
ment égal  à  dU;  le  second  membre  doit  donc  être  la  différentielle 
exacte  d'une  fonction  de  s,  y,  z.  Or  il  est  facile  de  voir  que  l'on 
satisfait  à-la-fois ,  à  cette  condition  ,  à  la  nature  de  la  fonction  U", 
et  «à  la  supposition  que  cette  fonction  doit  être  du  second  ordre  en 
x',y',  z  ;  en  faisant 

U"=  (D  .y'—E.  x') .  (x y'— y  x')  +  (Dz'—  Fx')  .(xz'—z  x') 
+  (E  z'—  F  y') .  (y  z'-zy')  +  G .  (x"  +yH  +  z'*)  ; 

D,  E,  F,  G  étant  des  constantes  arbitraires  ;  et  alors  r  étant 
égal  à  V  xa+y*  +  z%  on  a 

U=  —  ^-.  {Dx  +  Ey  +  Fz  +  zG}; 

on  aura  donc  ainsi  les  valeurs  de  U,  U',  U";  et  l'équation  V—  cons- 
tante ,  deviendra 
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eonst.=— tt  {Dx  +  Ey+Fz  +  nG}  +  (^?  +  Dy'-Ex').(xy'-yx') 

+  (B  +  Dz'—Fx') .  (xz'—zx')  +  (C+  Ez'—Ff) .  (yz'—zf) 
+  G.(x'*+y*+z'*). 

Cette  équation  satisfait  à  l'équation  ( I) ,  et  par  conséquent  aux 
équations  différentielles  (  O  )  ,  quelles  que  soient  les  arbitraires 
^4 ,  B ,  C,  D,  E,  F,  G.  En  les  supposant  toutes  nulles,  i°.  à 
l'exception  de  ^i;  2°.  à  l'exception  de  B;  5°.  à  l'exception  de  C,  tkc. , 
dx 


et  restituant 


dt  '  dt 


dy    dz  .  ,  , 

- -,  — ,  au  heu  de  ac  ,y ,  *  ;  on  aura  les  intégrales 

cl  t 


xdy  — ydx 
dt 


xdz  —  zdx 


C  — 


dt 


ydz  —  zdy 


\ 


dt 


dx*+  dy*+  dz* 


dy  ■  dx  zdz .  dx 

"dt*  dt*  ■ 

xdx .  dy  zdz .  dy 

dt*  dt*  ■ 

xdx  ■  dz  ydy .  dz 


dt* 


dt* 


o=  -V 

a  r 


dt* 


c ,  c',  c",  f,  f ,  f",  et  a  étant  des  constantes  arbitraires. 

Les  équations  différentielles  (  O)  ne  peuvent  avoir  que  six  inté- 
grales distinctes  du  premier  oi'dre,  au  moyen  desquelles,  si  l'on  éli- 
mine les  différences  dx,  dy,  dz,  on  aura  les  trois  variables  x ,  y,  z , 
en  fonctions  du  temps  t  ;  il  faut  donc  qu'au  moins ,  l'une  des  sept 
intégrales  précédentes  rentre  dans  les  six  autres.  On  voit  même  à 
priori ,  que  deux  de  ces  intégrales  doivent  rentrer  dans  les  cinq 
autres.  En  effet,  puisque  l'élément  seul  du  temps  entre  dans  ces 
intégrales  ;  elles  ne  peuvent  pas  donner  les  variables  x  ,  y ,  z  ,  en 
fonctions  du  temps  ,  et  par  conséquent ,  elles  sont  insuffisantes 
pour  déterminer  complètement  le  mouvement  de  m  autour  de  M. 
Examinons  comment  ces  intégrales  n'équivalent  qu'à  cinq  inté- 
grales distinctes. 

.  zdy — ydz 

Si  l'on  multiplie  la  quatrième  des  équations  (P)  par 


d  c 


X  2 
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.  xdz — zdx 

et  qu'on  l'ajoute  à  la  cinquième  multipliée  par  — — —  ;  on  aura 
fzdy-ydz\  (xdz-zdx\  (xdy~ydx\   ffi  (dx*+df\\ 

0      \T dT-j  +f  '  V~dT-)  +z\—dT-)'  [7  ~~\~T4^~) S 

(xdy — ydx\    (xdx.dz  ydy.dz~\ 
^~d~t  )'{~dF~+~~diry 

xdy  — ydx     xdz  —  zdx    ydz  —  zdy 

En  substituant  au  lieu  de  — —  ,   —  ,   77— — ,  leurs 

dt  dt  dt 

valeurs  données  par  les  trois  premières  des  équations  (P);  on 


aura 


■F 


fc'—fc"         {  p       fdx*-\-  dy*\)      xdx.dz  ydy.dz 

°  =  — 7— +z'{T-{—dF-)\  +  -^F-+-^' 

Cette  équation  rentre  dans  la  sixième  des  intégrales  (P) ,  en  y  fai- 

sant/"=J  ou,  o—fc"~f'c'+f"c.  Ainsi  la  sixième  des 

intégrales  (  P  )  résulte  des  cinq  premières ,  et  les  six  arbitraires 
c,  c',  c",  f,  f,  f",  sont  liées  entre  elles  par  l'équation  précédente. 

Si  l'on  prend  les  quarrés  des  valeurs  de/,  f',f",  données  par  les 
équations  (P)  ,  qu'ensuite  on  les  ajoute  ensemble,  et  que  pouf 
abréger  ,  on  fasse  f'+f'^+f"1  =  l'i  on  aura 

f      /  dx*+dy*+dz*\      /rdr\)      (  dx*+  dy*+  dz'  Sip) 

=t'H — s — rwr  i — s — ~r 

mais  si  l'on  carre  les  valeurs  de  c ,  c',  c",  données  par  les  mêmes 
équations, qu'ensuite  onles  ajoute, et  que  l'onfasse  c'  +  c'*  +  c"*=h*; 
on  aura 

fdx*+df+dz*\      (rdr\>  _ 

l'équation  précédente  devient  ainsi , 

dx*+  dy+dz*       *)*       ^—  P 

°  =  d?  7  +  -îF~- 

En  comparant  cette  équation ,  à  la  dernière  des  équations  (P);  on 
aura  l'équation  de  condition  , 

/x'—ft  _ 
h1  a' 

La  dernière  des  équations  (P)  rentre  conséquemment  dans  les  six 
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premières  qui  n'équivalent  elles-mêmes  qu'à  cinq  intégrales  dis- 
tinctes j  les  sept  arbitraires  c ,  c',  c",  f,  f,  f",  et  a  étant  liées  par 
les  deux  équations  de  condition  ,  précédentes.  De-là  il  résulte  que 
Ton  aura  l'expression  la  plus  générale  de  V,  qui  satisfasse  à  l'équa- 
tion (/) ,  en  prenant  pour  cette  expression ,  une  fonction  arbitraire 
des  valeurs  de  c ,  c',  c",f,  etf,  données  par  les  cinq  premières  des 
équations  (-P). 

19»  Quoique  ces  intégrales  soient  insuffisantes  pour  détermi- 
ner x,y ,  z,  en  fonctions  du  temps  ;  elles  déterminent  cependant 
la  nature  de  la  courbe  décrite  par  m ,  autour  de  M.  En  effet,  si  l'on 
multiplie  la  première  des  équations  (P)  par  2,  la  seconde  par  — 1  y, 
et  la  troisième  par  x  ;  on  aura ,  en  les  ajoutant , 

o  =  cz — ' c'y+c"x  , 
équation  à  un  plan  dont  la  position  dépend  des  constantes  c,  c',  c\ 
Si  l'on  multiplie  la  quatrième  des  équations  (P)  par  x  ;  la  cin- 
quième par  y  ,  et  la  sixième  par  z  ,  on  aura 

f    ,  m    ,  rfl    ,  i  /dx*+dy*+dz*\  r*.dr* 

mais  on  a  par  le  n°.  précédent  , 
'dx*+  dy> -f  dz 


) 


dp 


r\dr* 


dt* 


=  h* 


dt*         J  dt* 

partant , 

ô  =  (i  r — Aa  +/* +/>  +/"& 
Cette  équation  combinée  avec  celles  -  ci ,  o  —  c"x  •**  cy  -f-  c  z  } 
r*  =  x* -\- y* -\- z* ;  donne  l'équation  aux  sections  coniques,  l'origine 
des  r  étant  au  foyer.  Les  planètes  et  les  comètes  décrivent  donc 
à  très-peu  près  autour  du  soleil,  des  sections  coniques  dont  cet 
astre  occupe  un  des  foyers  ,  et  ces  astres  s'y  meuvent  de  manière 
que  les  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs ,  croissent  comme  les 
temps.  En  effet ,  si  l'on  nomme  dp  ,  l'angle  infiniment  petit,  inter- 
cepté par  les  rayons  r  et  r+df ,  on  aura 

dx'  +  dy'  +  dz*  =  r°dv*  +  dr*  ; 

l'équation 

'd  x2-f  d y2+  d  z*\  r*.dr* 


/dx2-f  dy*+dz>\ 
\  d?  ) 


dll 
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deviendra  ainsi,  ridv'>  =  h'd  f;  partant 


hdt 


On  voit  par-là  ,  que  l'aire  élémentaire  jr'dv,  décrite  par  le  rayon 
vecteur  r  ,  est  proportionnelle  à  l'élément  de  temps  dt;  l'aire  dé- 
crite pendant  un  temps  fini,  est  donc  proportionnelle  à  ce  temps. 
On  voit  encore  ,  que  le  mouvement  angulaire  de  m  autour  de  M , 
est,  à  chaque  point  de  l'orbite,  réciproque  au  quarré  du  rayon  vec- 
teur ;  et  comme  on  peut ,  sans  erreur  sensible  ,  prendre  des  inter- 
valles de  temps  très-courts  ,  pour  des  instans  infiniment  petits  ;  on 
aura,  au  moyen  de  l'équation  précédente,  les  mouvemens  horaires 
des  planètes  et  des  comètes  ,  dans  les  divers  points  de  leurs  orbites. 

Les  élémens  de  la  section  conique  décrite  par  m ,  sont  les  cons- 
tantes arbitraires  de  son  mouvement  ;  ils  sont  par  conséquent 

fonctions  des  arbitraires  précédentes  c,  c',  c",  f,f',f",  et  l— } 

déterminons  ces  fonctions.  Soit  9  l'angle  que  forme  avec  l'axe  des  x, 
l'intersection  du  plan  de  l'orbite  avec  celui  des  x  et  àes  y ,  inter- 
section que  l'on  nomme  ligne  des  nœuds;  soit  ?  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  deux  plans.  Si  l'on  nomme  *'  et  y  les  coordonnées  de  m  , 
rapportées  à  la  ligne  des  noeuds,  comme  axe  des  abscisses  ;  on  aura 
x'  —  x.  cos.  9  +y.sm.  9  j 
y1  —y.  cos.  9 — x .  sin.  9, 


On  a  d'ailleurs 
on  aura  donc 


z—y'.  tang.  <ps 


= y .  cos.  0 .  tang.  ?  —  x .  sin.  9 .  tang.  f, 
En  comparant  cette  équation  à  celle-ci , 

o  =  e"x — c'y + cz  ; 


on  aura 


d'où  l'on  tire 


c'  —  c.  cos.  8 .  tang.  <p  ; 
c"  —  c .  sin.  8 .  tan  g.  <p  } 


0 

tang.  9  =  —  ; 


tang.  <? 


c 
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Ainsi  la  position  des  nœuds ,  et  l'inclinaison  de  l'orbite ,  sont  dé- 
terminées en  fonctions  des  constantes  arbitraires  c,  c,  c". 
Au  périhélie  ,  on  a 

rdr=o;      ou,  x  dx+ydy  +  zdz  —  o 

soient  donc  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  de  la  planète  à  ce  point; 
la  quatrième  et  la  cinquième  des  équations  (  P)  du  n°.  précédent, 
donneront 

x  f 

Mais  si  l'on  nomme  I,  la  longitude  de  la  projection  du  périhélie  , 
sur  le  plan  des  x  et  des  y ,  cette  longitude  étant  comptée  de  l'axe 
des  x  ;  on  a 


partant . 


—  =  tang.  1; 

f 

tang.  I—jï 


ce  qui  détermine  la  position  du  grand  axe  de  la  section  conique. 

 ;  ; —  —  7is ,  on  élimine 

\         dt*  )        dp  ' 


Si  de  l'équation  r 
dx*+dy*-\-  dz 


dt% 


,  au  moyen  de  la  dernière  des  équations  (P)  ;  on 


aura 


2pr  


r*di*> 


dt* 


mais  dr  est  nul  aux  extrémités  du  grand  axe  ;  on  a  donc  à  ces 
points , 


o  =  r 


■>2ar- 


La  somme  des  deux  valeurs  de  r  dans  cette  équation ,  est  le  grand 
axe  de  la  section  conique  ,  et  leur  différence  est  le  double  de  l'ex- 
centricité ;  ainsi ,  a  est  le  demi-grand  axe  de  l'orbite ,  Ou  la  dis- 
tance moyenne  de  m  k  M;  et  j/i  — -  est  le  rappor  t  de  l'ex- 

w  y.  cl  x 

centricité  au  demi  grand  axe.  Soit  e,  ce  rapport;  on  a,  par  le  n°.  pré- 
cédent , 
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on  aura  donc  pe  =  l.  On  connoîtra  ainsi ,  tous  les  élémens  qui 
déterminent  la  nature  de  la  section  conique ,  et  sa  position  dans 
l'espace. 

20.  Les  trois  équations  finies  trouvées  dans  le  n°.  précédent , 
entre  x,  y,  z  et  r,  donnent  x,y,  z  en  fonctions  de  r  ;  ainsi, 
pour  avoir  ces  coordonnées  en  fonctions  du  temps,  il  suffit  d'avoir 
le  rayon  vecteur  r ,  dans  une  fonction  semblable ,  ce  qui  exige 
une  nouvelle  intégration.  Pour  cela,  reprenons  l'équation 

on  a ,  par  le  n°.  précédent, 

/V  —  —  .(V— ^)  —  at*-(l  —  e*)  ; 

oîi  aura  donc 

rdr 


i//*,  \/  2  7-  ■ — -a.  (i  — e*) 

r  a 

Pour  intégrer  cette  équation ,  soit  r=  a.( i  —  e .  cos. u)  ;  on  aura 

a1. du  v.  - 

at=  — — — .(  i— - e.cos. u)  ; 
V  (fi 

d'où  l'on  tire  en  intégrant , 

1 

t  +  T=—^r.(u — e.s'm.u)  ;  (S) 

T  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  donne  u,  et  par 
conséquent ,  r  en  fonction  de  t  ;  et  comme  x  ,  y  ,  z ,  sont  donnés  en 
fonctions  de  rj  on  aura  les  valeurs  de  ces  coordonnées  ,  pour  un 
instant  quelconque. 

Nous  voilà  donc  parvenus  à  intégrer  complètement  les  équations 
différentielles  (  O)  du  n°.  17  ;  ce  qui  a  introduit  les  six  arbitraires 
a  ,  e,  I,  9 ,  <p  ,  et  T:  les  deux  premières  dépendent  de  la  nature  de 
l'orbite  ;  les  trois  suivantes  dépendent  de  sa  position  dans  l'espace  ; 
et  la  dernière  est  relative  à  la  position  du  corps  m  ,  à  une  époque 
donnée  ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  .  elle  dépend  de  l'instant  de 
spn  passage  au  périhélie. 

Rapportons 
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Rapportons  les  coordonnées  du  corps  m,  h  des  coordonnées  plus 
commodes  pour  les  usages  astronomiques,  et  pour  cela ,  nommons  v 
l'angle  que  le  rayon  vecteur  r  fait  avec  le  grand  axe ,  en  partant  du 
périhélie  ;  l'équation  à  l'ellipse  sera 

a. ("î  —  e) 

1  +CCOS.V 

L'équation  r=a.(i  —  e.cos.u),  du  n°.  précédent,  indique  que  « 
est  nul  au  périhélie ,  en  sorte  que  ce  point  est  l'origine  des  deux 
angles  u  et  v  s  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'angle  u  est  formé  par 
le  gx-and  axe  de  l'orbite ,  et  parle  rayoxx  mené  de  son  centre,  au 
point  où  la  circonférence  décrite  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre ,  est  rencontrée  par  l'ordonnée  menée  du  corps  m ,  per- 
pendiculairement sur  le  grand  axe.  Cet  angle  est  ce  que  l'on  nomme 
anomalie  excentrique ,  et  l'angle  v  est  Y  anomalie  vraie.  En  com- 
parant les  deux  expressions  de  r ,  on  a 


■  e.cos.  k  =  - 


1  -j-e.cos.v 
d'où  l'on  tire 


tang.iv=ÎX   .tang.Tw. 

1  —  e 

Si  l'on  fixe  l'origine  du  temps  t,  à  l'instant  même  du  passage  du 
corps  m,  par  le  périhélie  ,  Tsera  nul  ;  et  en  faisant  pour  abréger 

n,  on  aura  ,nt—u  —  e.s/m.u.  En  rassemblant  ces  équations 

ai 

du  mouvement  de  m ,  autour  de  M  ;  on  aura 

nt  =  u  —  e.  sin.  u 
r~a.(i — e.cos.  u) 

tang.^=ÎX  —  -tàng.ï« 

v        1 — e 

l'angle  n  t  étant  ce  que  l'on  nomme  anomalie  moyenne.  La  pre- 
mière de  ces  équations  donne  u  en  fonction  du  temps  t ,  et  les 
deux  autres  donneront  r  et  v ,  lorsque  u  sera  déterminé.  L'équation 
entre  m  et  i  est  transcendante ,  et  ne  peut  être  résolue  que  par 
approximation.  Heureusement ,  les  circonstances  des  iiiouvemeiis 
célestes  donnent  lieu  à  des  approximations  rapides.  En  effet,  les 
Mkcan.  céï..  Tome  1.  Y 
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orbes  des  corps  célestes  sont  ou  presque  circulaires ,  ou  fort  excen- 
triques ,  et  dans  ces  deux  cas ,  on  peut  déterminer  u  en  t ,  par  des 
formules  très-convergentes  que  nous  allons  développer.  Pour  cela, 
nous  donnerons  sur  la  réduction  des  fonctions  en  séries  ,  quelques 
théorèmes  généraux  qui  nous  seront  utiles  dans  la  suite. 

21.  Soit  u  une  fonction  quelconque  de  a. ,  que  l'on  propose  de 
développer  par  rapport  aux  puissances  de  a.  En  représentant  ainsi 
cette  suite , 

U—U+x.q^af.qz  +  cJ.q^  +  an.qn  +  aJ1+'  .qn+l  +  &C 

u ,  q, ,  q^ ,  &c. ,  étant  des  quantités  indépendantes  de  et  ;  il  est  clair 
que  u  est  ce  que  devient  u,  lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  et  que 
l'on  a  quel  que  soit  n , 
/d"u\ 

la  différence  étant  prise  en  faisant  varier  tout  ce  qui  dans  u 

doit  varier  avec  a.  Partant,  si  l'on  suppose  après  les  différentiations, 
*  =  o ,  dans  l'expression  de  (j[~7^  j  011  aura 

/d'u\ 
Ydl") 

Çn=  =  • 

1 .2.3. . ■ ■ ra 

Siu  est  fonction  des  deux  quantités  et  et  a',  et  que  l'on  propose  de 
le  développer  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  et  et 
de  a'  ;  en  représentant  ainsi  cette  suite  , 

U  =U  +  et.Ç'lj0  +  etî.5'î  0+  &C. 

+  *'*.  qa>  ,  +  &c; 
le  coefficient  qn  :  n>3  du  produit  et". et'"',  sera  pareillement  égal  à 


(d"-+"'u  \ 


1.2.3-...  rc.   1 .a.3- ■  ■  ■  n  ' 


a  et  et'  étant  supposés  nuls  après  les  différentiations. 

En  général  ,  si  u  est  fonction  de  * ,  et' ,  a." ,  &c.  ,  et  qu'en 
le  développant  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
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sances  et  aux  produits  de  a,  a! ,  &c. ,  on  représente  par 
a.n.a.'"'.ct"'".  &c.  qn  ,  ^  n"t  &c. ,  le  terme  de  cette  suite  quia  pour 
facteur,  le  produit  a." .  a! "' .  a!"1" .  &c.  ;  on  aura 


da.»  .du'    .d*"n"  .8^.) 


1.2.3  n.  1.2.3  ri.  1.2.3  n".  &c. 1 


pourvu  que  l'on  suppose  a ,  a',  &c. ,  nuls  après  les  différentia- 
tions. 

Supposons  maintenant  que  u  soit  fonction  de  a ,  a",  &c. ,  et 
des  variables  t  ,  t',  t",  &c.  ;  si  par  la  nature  de  cette  fonction  ,  ou 
par  une  équation  aux  différences  partielles  qui  la  représente ,  on 
parvient  à  obtenir 

/  {£«-)- "H- &c.  u  Y 
\fZ  A".  <**'"'.&<:./' 

en  fonction  de  u,  et  de  ses  différences  prises  par  rapport  à  t,  t',  &c.  ; 
en  nommant  F  cette  fonction,  lorsqu'on  y  change  u  dans  u,u  étan  t 
ce  que  devient  u  ,  lorsqu'on  y  suppose  a ,  a',  &c. ,  égaux  à  zéro  ;  il 
est  visible  que  l'on  aura  qn,  n' ,  &c. ,  en  divisant  F  par  le  produit 
1.2.5. ...  n.  1.2. 5. ...  n' .  &c.  ;  on  aura  donc  la  loi  de  la  série  dans 
laquelle  u  est  développé. 

Soit  d'abord  u  égal  à  une  fonction  quelconque  de  £+a,  t'A-a!t 
t"  +  a.",  &c. ,  que  nous  désignerons  par  <p(t+ct ,  t'  +  *',  tf'+ct",  &cj 
dans  ce  cas,  la  différence  quelconque  ièŒe  de  w,  prise  par  rapport 
à  a ,  et  divisée  par  da.1,  est  évidemment  égale  à  cette  même  diffé- 
rence prise  par  rapport  à  t,  et  divisée  par  dt\  La  même  égalité  a 
lieu  entre  les  différences  prises  par  rapport  à  a!  et  t',  ou  par  rapport 
à  a."  et  t",  &c.  ;  d'où  il  suit  que  l'on  a  généralement 

\du.".du.'"'.dct.//'"'.&ic.)  ~  \dtn.dt'"' .dt""".&^- )' 

En  changeant  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  u  en  u , 
c'est-à-dire ,  en  <?(t,  t',  t",  &c.;  ;  on  aura ,  par  ce  qui  précède , 

/d*+" '+n"*~éc°-  -<f(t,  f,  t",  &c.A 

_         \         dtn.dt'"'  .dt"'l".&c.  / 

Çn,  n',  n",  &c.  =  —  =  ,  

i  ■  2 . 3 . . . .  n .  î .  a .  3 . . . .  n  .  i .  2 . 3 . .  •  •  n  ■  &c. 

•       Y  2 
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Si  u  est  seulement  fonction  de  t+ct,  on  aura 

d".(f(t) 
qn  =  i.a.3....n.di-  ' 

partant 

Supposons  ensuite  quew,  au  lieu  d'être  donné  immédiatement  en  a 
et  t,  comme  dans  le  cas  précédent,  soit  une  fonction  de  x,  x  étant 

f^x\  fdx\ 

donné  par  l'équation  aux  différences  partielles  ,  (  —  1  =  z  .  I  —  I, 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Pour  réduire  u 
dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  a, ,  il  faut 

déterminer  la  valeur  de  dans  le  cas  de  «  =  o;  or  on  a ,  en 

vertu  de  l'équation  proposée  aux  différences  partielles, 


on  aura  donc 


fdu\_/du\    (dx\_     fdu\  fdx\ 
\dZ)-^x)\-cû)-Z\dX)'\dt)> 

c 

/  du\  /d.fzdu\ 

UrH— >  {k) 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  & ,  on  aura 

(ddu\  /dd.jzdu\ 
d~F)  =  \  d*dî~); 

or  l'équation  {&)  donne  en  y  changeant  u  en  fzctu, 
/d.fzdu\  /d.[z*du\ 

partant 

/ddu\  _  /dd.fz*du\ 
En  différentiant  encore  par  rapport  à  «. ,  on  aura 

/d3u\  _  /d?.fz*du\ 
\cû3)  _  V  dcldt*   )  ' 

or  l'équation  (k)  donne  en  y  changeant  u  en  fz*du, 
/d.fz'du\  _  /d./zsdu\ 

V  du.   )  -  \~dT~J' 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  IL  175 
partant 

/dsu\  _  /d3.fz3du\ 

\d?j  ~~\  df  )' 

En  suivant  ce  procédé  ,  il  est  aisé  d'en  conclure  généralement , 


/d"u\  _  /d".fz"du\  __ 


Supposons  maintenant,  qu'en  faisant  «  =  o,on  ait  x  —  T,  T étant 
une  fonction  de  on  substituera  cette  valeur  de  .r ,  dans  z  et  dans  u. 
Soient  Z  et  u ,  ce  que  deviennent  alors  ces  quantités  ;  on  aura  dans 
la  supposition  de  a     o , 


/d"u\ 


„  da 
dt 


dl«->  ' 

et  par  conséquent ,  on  aura  ,  par  ce  qui  précède. 


„  da 
d'-.-Z'.-r- 

dt 


$n~~  i.û.Z.  .  .  .n.dt'—>  ' 

ce  qui  donne  '  , 

„  d»  ,    «a         V  àl)        ^  V  dtj 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  déterminer  la  fonction  de  t 
et  de  * ,  que  x  représente  ;  en  intégrant  l'équation  aux  dilférences 

partielles 

(S)  =  Z       )'  P°Ur  °ela  '  °n  obserVera  1ue 
en  substituant  au  lieu  de  ,  sa  yaleur  z .  \J~j ,  on  aura 

on  aura  donc 

ax—  /  dz\  fdx\' 
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ce  qui  donne  en  intégrant,  x  =<p  (t+az),  <p(t+-az)  étant  une 
fonction  arbitraire  de  t  +  uz  ;  en  sorte  que  la  quantité  que  nous 
avons  nommée  T,  est  égale  k<p(t).  Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'on 
aura  entre  x  et  <*,une  équation  réductible  à  cette  forme,  x=<p(t+  az); 
la  valeur  de  u  sera  donnée  par  la  formule  (p  ) ,  dans  une  suite  or- 
donnée par  rapport  aux  puissances  de  a. 

Supposons  maintenant  que  u  soit  une  fonction  des  deux  varia- 
bles x  et  variables  étant  données  par  les  équations  aux  diffé- 
rences partielles , 

(dx\  fdx\  /dx'\         ,  I d x'\ 

dans  lesquelles  z  et  z'  sont  fonctions  quelconques  de  x  et  x'.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  les  intégrales  de  ces  équations  sont 
X=<p(t+az)  ;        x'  =  4(t'  +  *'z')  ; 

<p(t+az)  et  (t'+et'z')  étant  des  fonctions  arbitraires,  l'une  de 
t+az,  et  l'autre,  de  t'+&'z'.  On  a  de  plus 

/  du\  /  du\  I  du\       ,  /  du\ 

\cûj=z- \~dtj 1    yjŒ)*** '\dtf 

Cela  posé,  si  l'on  conçoit  x'  éliminé  de  u  et  de  *,  au  moyen  de 
l'équation  x'  =  4  (t'  «  'z')  ;  u  et  z  deviendront  des  fonctions  de  x, 
a,  et  t'  sans  a  ni  t  ;  on  aura  donc  par  ce  qui  précède , 


df- 

Si  l'on  suppose  a  —  o,  après  les  différentiations  ,  et  si  déplus ,  on 
fait  dans  le  second  membre  de  cette  équation  x—$(t-\-  azn)  ,  et 

par  conséquent  ^^^==-s'^^^j  on  aura  dans  ces  suppositions 

>  •(:;:)' 


/d"u\ 

\d^J 

et  par  conséquent, 

\da.n.dtx,'"' )  ~ 


dp-1 
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On  aura  pareillement , 


en  supposant  a!  nul  après  les  difFérentiations  ,  et  en  supposant  de 
plus  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  x'^4-(t'  +  xz'n')  ; 
on  aura  donc 


\da.".da.'a'  J  ~*~ 


df"1  .dt'    —  1 

pourvu  que  l'on  fasse  a  et  nuls  après  les  difFérentiations  ,  et  que 
de  plus ,  on  suppose  dans  le  second  membre  de  cette  équation , 

x—  <p(t+*z")  ;         x'  —  ■l(t'  +  a.'z"1')  ; 

ce  qui  revient  à  supposer  dans  ce  second  membre  ,  comme  dans  le 
premier , 

x=9(t+Az);         x'=4(t'  +  a.'z'), 

et  à  changer  dans  la  différence  partielle  (jj~f-rj  ■>  de  ce  second 

membre ,  z  en  zn,  et  z  en  z  "'.  On  aura  ainsi  dans  ces  suppositions  , 
et  en  changeant  de  plus  ,  z  en  Z ,  z  en  Z' ,  et  «  en  u, 

C^\d  a.  d 
1.S.0  n.  1.2.3  ri.  dt"-'  .dt'"'-1 

En  suivant  ce  raisonnement  ,  il  est  facile  d'en  conclure  que  si 
l'on  a  les  r  équations  , 

X  —  $  (t+az)  ; 
x'=  l(t'  +  «.'z')  ; 
x"=n(t"+*"z")  ; 
&c. 

z  ,  z\  zn,  &c. ,  étant  des  fonctions  quelconques  de 
si  l'on  suppose  u  fonction  des  mêmes  variables  ;  on  aura  générale- 
ment 

\d«..d*'  .d*".Sic.J 
1.2.3.  . -n.  1.2. 3.  ..»'.i.a.5.n".Scc.Â«—.Â^r-' .  dt"""~> ,  8tc,^ 
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pourvu  que  dans  la  différence  partielle  ^- — ^  ,  ^  ^  ^ ,  on  cliange 

z  en  z",  z'  en        &c.  ;  et  qu'ensuite  on  change  z  en  Z ,  z'  en  Z', 


2"  en  Z",  &c. ,  &  m  en  u. 

S'il  n'y  a  qu'une  variable  x,  on  aura 


partant 


/du\  f du\ 


%n       1 .2.3.  •  •  n.  dt"-1 
S'il  y  a  deux  variables  x  et  x';  on  aura 

\dccj  \dt  f 

en  difFérentiant  cette  équation  par  rapport  à      on  aura 

/  ddu  \         /  dz\     /  du\         /  ddu  \ 

\JZdZ')  ~  \  JI')'  \dT)+z'\J^dl); 

—  z''(^~[p^  '■>  et  en  changeant  dans  cette  équation  ; 
(^)=Sf'0)i  d°nC 


or  on  a 


u  en  z  ,  on  a 


En  supposant  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  *  et  *' 
nuls ,  et  en  y  changeant  z  en  Z"1,  z  en  Z'  n'}  et  u  en  u  ;  on  aura  la 

valeur  de  (      "  |<  dans  les  mêmes  suppositions  ;  ce  qui  donne 
V  dct  du'  J  \ 

n-z'n,'(d7iïr)+z'n'-(^)'(Tt)( 

1 .2-3  ra.  df— î,  i.a.3-  .  • ,  11'.  dt'"'-' 

En 
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En  continuant  ainsi ,  on  aura  la  valeur  de  qn  ,n< ,  n" ,  &c.  >  pour  un 
nombre  quelconque  de  variables. 

Quoique  nous  ayons  supposé  u ,  z ,  z',  z",  &c.  ,  fonctions  de 
x,  x',x",  &c. ,  sans  t,  t',  t",  &c;  on  peut  cependant  supposer  qu'elles 
renferment  ces  dernières  variables  :  mais  alors  en  y  désignant  ces 
variables  par  tn  t/,  t",  &c.  ,  il  faudra  supposer  tn  t/,  t",  &c. , 
constans  dans  les  diiîérentiations,  et  restituer  après  ces  opérations, 
t,  l\  &c. ,  au  lieu  de  tn  t/,  &c. 

1 1 .  Appliquons  ces  résultats ,  au  mouvement  elliptique  des 
planètes.  Pour  cela,  nous  reprendrons  les  équations  (f)  du  n°.  20. 
Si  l'on  compare  l'équation ,  n  t=u — e.sin.  u,  ou,  u-—  ref+e.sin.  z/, 
avec  celle-ci,  x  =  <p (t+<t  z);  x  se  changera  ena,  t  en  nt,  a,  en  e, 
z  en  sin. m,  et  <p(t+a.z),  en  rcf-J-e.sin.  la  formule  (p)  du 
n°.  précédent  deviendra  donc 

4(u)  =  -t(nt)  +  e.4  (nt).sm.ntl  .  -  v  - 


1.3  ndt 
-\  -,  *  ;  -  +  &c.  :  (a) 

4'  (nt)  étant  égal  à  I>our développer  cette  formule,  nous 

observerons  que  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  l'unité ,  on  a 

sin.1  nt=[ — —  )   :    cos.1  nt  =  { —  ),• 

V        aK~l  /  V  2  / 

i  étant  quelconque.  En  développant  les  seconds  membres  de  ces 
équations,  et  en  substituant  ensuite, aulieu  dec""-^1  et  dec~rnt-y^~\ 
leurs  valeurs  cos.  rnt-\-  \T—i.sm.rnt,  et  cos.  rnt — .sïn.rnt, 
r  étant  quelconque  ;  on  aura  les  puissances  i  de  sin.TZ  t,  et  de  cos.  n  t , 
développées  en  sinus  et  cosinus  de  l'angle  nt  et  de  ses  multiples; 
cela  posé ,  on  trouvera 

sin.  n  t-\  sm.'n  t  +  — — .  sin.  n  tA  .  sin.4  n  1 4-  Sec. 

1.»  i.a.3  1.2.3.4 

jMkcan.  cél.  Tome  I.  Z 
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sin.nt  —  •  {cos.  2  ni—  1} 

1.2.2 

(sin.5n£ — 3.  sin.  ni} 


1 .2.3.2* 

„3 


r  .  4-3ï 

H  .  s'  cos.4«£ —  4.cos.ii/îi+ï. —  r 

T  1-2. 3- 4- 23     1  123 

j  Asm.5nt  —  5.sin.5nt+—.sm.nt\ 

T  1.2.3.4.5.2*  1  M  3 

r                                6.5                 ,  6.5- 
cos.6ra£ — 6.  cos.  4  tzH  .cos.  2    t — -.  = 


1 .2. 3. 4-5.6. 25     1  !-2 

—  &c. 


i  .2-3 


Soit  P  cette  fonction  ;  on  la  multipliera  par  4-'(n  t) ,  et  l'on  diffé- 
rentiera  chacun  de  ses  termes  ,  par  rapport  à  t,  un  nombre  de  fois 
indiqué  par  la  puissance  de  e  qui  le  multiplie  ,  dt  étant  supposé 
constant;  on  divisera  ces  différentielles,  par  la  puissance  corres- 
pondante de  ndt.  Soit  P'  la  somme  de  ces  différentielles  ainsi  divi- 
sées ;  la  formule  (  q  )  deviendra 

4  (u)  =  4  (n  t)  +  e  P'. 

Il  sera  facile  d'obtenir  par  cette  méthode,  les  valeurs  de  l'angle  a, 
et  des  sinus  et  cosinus  de  cet  angle  et  de  ses  multiples.  En  suppo- 
sant, par  exemple,  4  (u)  —  sin.z'w;  on  aura  -\'(nt)  =  i.cos.  int 
On  multipliera  la  valeur  précédente  de  P,  par  i.cos.  int,  et  l'on 
développera  ce  produit,  en  sinus  et  cosinus  de  l'angle  n  t  et  de  ses 
multiples.  Les  termes  multipliés  par  les  puissances  paires  de  e, 
seront  des  sinus ,  et  les  termes  multipliés  par  les  puissances  im- 
paires ,  seront  des  cosinus.  On  changera  ensuite  un  terme  quel- 
conque de  la  forme  K.e".s,m.  sn  t;  dans  d=Ke*r.s  2rsin.  s  n  t ,  le 
signe  +  ayant  lieu ,  si  r  est  pair ,  et  le  signe  —  ayant  lieu ,  si  r  est 
impair.  On  changera  pareillement  un  terme  quelconque  de  la  forme 
Ke"+i .  cos.  s  n  t ,  dans  ap  X/'+'  1  s"+l .  sin.  s  n  t ,  le  signe  —  ayant 
lieu  si  r  est  pair ,  et  le  signe  +  ayant  lieu ,  si  r  est  impair.  La 
somme  de  tous  ces  termes  sera  la  valeur  de  P',  et  l'on  aura 

sin.  i  u  5S!  sin.  int+e  P'. 

Si  l'on  suppose  4  (u)  =  u ,  on  aura  4'(nt)  =  i,  et  l'on  trouvera 
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nt-r  e.sin. 71 2. s'm.2nt A  — -.  {32.sin..3«£ — 5  .shunt} 

1.2.2  1 .2.3.2'  L 


e 


-.  {4\sin.4/z£ — 4.23.sin.277*} 


1.2.3.4.23 

- — -.  (  5* . sin.  5«i— 5. 54. sin.5«i +— •  sin.»* 

5,3*  t 


5-4 


1 .2.3.4 
+  &c. 

Cette  série  est  fort  convergente  pour  les  planètes.  Ayant  ainsi 
déterminé  #,pour  un  instant  quelconque;  on  en  tirera,  au  moyen 
de-i  équations  (f)  du  n°.  20,  les  valeurs  correspondantes  de  r  et 
de  u  ;  mais  on  peut  avoir  directement  ces  dernières  quantités  , 
en  séries  convergentes ,  de  cette  manière. 

Pour  cela  ,  nous  observerons  que  l'on  a  par  le  n°.  20, 
r  =  a.(i  —  ecos.  u)  ;  or  si  dans  la  formule  (<?),  on  suppose 
«\.(u)=i  —  e.  cos.  u ,  on  aura  4'( n  t)  =  e . sin. n  t ,  et  par  conséquent 

#  .  e3    d.s'm.3nt        e*      d'.énMt  „ 

1 — e.cos.u—i — e.cos.nt+e*.sm.*nt-{  .  ;  1  -« — -7- — r  &c- 

1 .2      ndt        1  -2.3  n'dt* 

On  aura  donc  ,  par  l'analyse  précédente , 

:-—  x  A,  e  .  cos.  nt  .cos.  znt 

t  2  2 


»3 


1.2.2" 


I .2.3.23 
„5 


.  {3.COS.0  7î£ — 3.  COS.  7lt) 

(4%  cos.4?zf — 4.  a\  cos.2  nt] 


/5    4  1  rT 

.  53. cos. 5 nt — 5.53.cos.3/zï+  — . cos. nt  } 

1.2.3-4-2*     (.  1-2  J 

e6  f  6.5  1 

 .  \  6*.cos.6?zf — 6.4*.cos.4rcH  .2*. cos.  mt  \ 

1.2.3.4.5.25  (_  1.2  ) 

—  &c. 

Considérons  présentement, la  troisième  des  équations  .(f)  du  n".  20; 
elle  donne 


6Ïn.|v  |  i+e  sin. 4" 
cos.^v  1  — e  cos,;'u 


Z  2 
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En  substituant  dans  cette  équation ,  au  lieu  des  sinus  et  des  cosinus , 

leurs  valeurs  en  exponentielles  imaginaires  ,  on  aura 

en  supposant  donc 


1-4-  l/ 1— ea 

on  aura 

I.   1— A.C<-J   J  ' 

et  par  conséquent , 

iog.  (i—k.  c~-<-v^-<)  -  log.  (  i— a  .  c"^—; 

f  ■ —  U  -4*  —   .   - 

d'où  l'on  tire ,  en  réduisant  les  logarithmes,  en  séries, 

2A3     .  2A3  sa* 

c=u  +  2A.sm.«4 — -.sin.2«+— .sm.5zH  •.sin.4w-f  &c 

On  aura  par  ce  qui  précède,  u,s'm.u,  sin.  2  u ,  &c. ,  en  séries  ordon- 
nées par  rapport  aux  puissances  de  e,  et  développées  en  sinus  et 
cosinus  de  l'angle  n  t  et  de  ses  multiples  ;  il  ne  s'agit  donc ,  pour 
avoir  v  exprimé  dans  une  suite  semblable  ,  que  de  développer  les 
puissances  successives  de  a  ,  en  séries  ordonnées  par  rapport  aux 
puissances  de  e. 

L'équation  u  =  2  —  — ,  donnera  par  la  formule  (p)  du  n°.  pré- 
cédent , 


et  comme  on  a,u=i  +  V  1  —  e" ;  on  aura 

,_^.{,+,(î)Vi^.(ï)V^±M±«.(î)W}. 

Cela  posé ,  on  trouvera ,  en  ne  portant  l'approximation  que  jus- 
qu'aux quantités  de  l'ordre  e6  inclusivement 
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(         1          S,  ikl               (5         i»    j  *n     ,)  , 
p=nt+   2e  .e3  +— .e'\.s'm.nt+  l-.e'  .<?'  + — .e"  >.sm.anf 

fi3    „     4ô    -1     .    _         fio3    ,     45i  •  / 

4-   — .e3  ,e° }  .sni.  0/z£4-    — .er  .e  >  .sin.  k.nt 

1O07      -      .       _  1320      s      .  „ 

-]  — ,e°.sia  on  t-\ — —  .e.sm.  ont. 

gSo  960 

Les  angles  p  et  nt  sont  ici  comptés  du  périhélie  ;  mais  si  l'on 
veut  compter  ces  angles  de  l'aphélie,  il  est  clair  qu'il  suffit  de  faire  e 
négatif  dans  les  expressions  précédentes  de  r  et  de  p.  Il  suffiroit 
encore  d'augmenter  dans  ces  expressions, l'angle  nt,  delà  demi- 
circonférence,  ce  qui  rend  négatifs,  les  sinus  et  les  cosinus  des 
multiples  impairs  de  nt  ;  ainsi  les  résultats  de  ces  deux  méthodes 
devant  être  identiques ,  il  faut  que  dans  les  expressions  de  r  et 
de  v ,  les  sinus  et  les  cosinus  des  multiples  impah-s  de  nt,  soient 
multipliés  par  des  puissances  impaires  de^e,  et  que  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  pairs  du  même  angle  ,  soient  multipliés  par 
des  puissances  paires  de  cette  quantité.  C'est,  en  effet,  ce  que  le  cal- 
cul confirme  à  posteriori. 

Supposons  qu'au  lieu  de  compter  l'angle  du  périhélie  ;  on  fixé 
son  origine,  à  un  point  quelconque  ;  il  est  clair  que  cet  angle  sera 
augmenté  d'une  constante  que  nous  désignerons  par  ,  et  qui 
exprimera  la  longitude  du  périhélie.  Si  au  lieu  de  fixer  l'origine 
de  t,  à  l'instant  du  passage  au  périhélie,  on  le  fixe  à  un  instant 
quelconque  ;  l'angle  n  t  sera  augmenté  d'une  constante  que  nous 

r 

désignerons  par  e — ^  ;  les  expressions  précédentes  de  -  et  de  v  , 
deviendront  ainsi , 

1+±e>—(e—lsei).cos.(jit+t— *)—- ({e'-—  ^.cos.afwf+e— —  & 

nt+i  +  (  ne — \e3) .  sïn.(  nt+t — ™  )  -f  ( —  j^e4J .  sin.af  nt  +  e— *  )  +  & 
p  est  la  longitude  vraie  de  la  planète,  et  nt-\-i  est  sa  longitude 
moyenne  ,  ces  deux  longitudes  étant  rapportées  au  plan  de  l'orbite. 

Rapportons  maintenant  le  mouvement  de  la  planète ,  à  un  plan 
fixe,  peu  incliné  à  celui  de  l'orbi)^.  Soit  0  l'inclinaison  mutuelle  de 
ces  deux  plans,  et  9  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite, 
comptée  sur  le  plan  fixe  ;  soit  S  cette  longitude  comptée  sur  le  plan 
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de  l'orbite,  en  sorte  que  6  soit  la  projection  de  S  •  soit  encore  Pt  la 
projection  de  p  sur  le  plan  fixe.  On  auraj 

tan  g.  (v, —  9)  =  cos.  <? .  tan  g.  (p  —  C). 
Cette  équation  donne  vt  en  v  ,  et  réciproquement  •  mais  on  peut 
avoir  ces  deux  angles  l'un  par  l'autre,  en  séries  fort  convergentes 
de  cette  manière. 

On  a  conclu  précédemment  la  série 

Â*    ■  *3    •  „ 

a.  sin.  «H — .sm.2«  +  -.sm.  5u+  &c. 

a  5 

de  l'équation 

tang.^  =  l/i±f  .tang.i«, 

en  faisant 

"       i  —  e 

*= — ~= — 

r       l  —  e 

Si  l'on  change  j  f ,  en   —  9;  -&s  en  f —  £;  et  en  cos.  on 

aura 

COS.  $   1 

*  5=  ass  —  tang.2  7  ?  y 

l'équation  entre  {v  et  { u,  se  changera  dans  l'équation  entre  vt —  9 
et  v  —  S,  et  la  série  précédente  donnera 

v, —  9  =  v—  S —  tang.^  p. sin.  z(p  —  €)  +  -,tang. 4  j  <p . sin.  4  (V  —  ffj 
—  }.tang.6-<s.cos.6.(>  —  £;  +  &c. 

Si  dans  l'équation  entre  \v  et         on  change       en  v — ■ 

.  g        i  +  e  1 

en  v.  — -  9  ,  et  1/    en   ;  on  aura 

r       i  —  e  cos.œ 


et 


COS.© 


v  —  £=p/  —  9  +  tan  g.2  -  <p .  sin.  2  (V  /  —  9;  -f  - .  tan  g. 4  -  p .  sin.  4  (V,  —  9; 
+  f.tang.6-9.sin.  6.^  —  9;+  &c. 

On  voit  ainsi  que  les  deux  séries  précédentes  se  changent  récipro- 
quement l'une  dans  l'autre  ,  en  changeant  le  signe  de  tang.2fip, 
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et  en  changeant  l'un  dans  l'autre,  les  angles  v  — <9  ,  et  v  —  C  On 
auua  p—S,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus  de  n  t  et  de  ses 
multiples  ,  en  observant  que  l'on  a  ,  par  ce  qui  précède, 

v  =  nû  +  '.  +  e  Q , 
Q  étant  une  fonction  des  sinus  de  l'angle     +  et  de  ses  mul- 

tiples ;  et  que  la  formule  (i)  du  n°.  21,  donne ,  quel  que  soit  i , 

sin.  f  (V— 6)  =  sin.  i  (n*  -f     f  +  e  Q)  =  j 1—7^-  +  ;  ag  4 — &c.  j 

.sin.i'('ra^4-ê  —  eJ 

+  \  ieQ~  ~  +  —  &c. 

\    x      1.2.3  1.2.3-4-5 

.  cos.  î  C«£  + 5 — €)' 

Enfin,  s  étant  la  tangente  de  la  latitude  de  la  planète,  au-dessus  du 
plan  fixe  ;  on  a 

s  =  tan  g.  <p .  sin.  (p, —  9)  ; 
et  si  l'on  nomme  r,  le  rayon  vecteur  r  projeté  sur  le  plan  fixe  ,  on 
aura 

r=r.(1  +  S^)-^  =  r.{i—      +      —  &c.}  ; 
on  pourra  donc  ainsi  déterminer  *»■ ,  s  et     en  séries  convergentes 
de  sinus  et  de  cosinus  de  l'angle  n  t ,  et  de  ses  multiples. 

23.  Considérons  présentement  les  orbites  fort  excentriques, 
telles  que  celles  des  comètes  ;  et  pour  cela ,  reprenons  les  équa- 
tions du  n°.  20 , 

_  0.(1— e»;  > 


1  +  e  •  cos.  v  ' 
nt  =  u  —  e.  sin.  u  ; 

Dans  le  cas  des  orbites  fort  excentriques  ,  e  diffère  très-peu  de 
l'unité  ;  nous  supposerons  ainsi,  1  —  e=&,  a  étant  fort  petit.  Si 
Ton  nomme  D,  la  distance  périhélie  de  la  comète  ;  on  aura 
JD  =  a.(i — e)  —  a.a;  l'expression  de  r  deviendra  donc 

(2— «;.£>   D  

s.Eïf.  Ji  +  ^tang.4*>} 


T      a.cos.'ïV— k.cos.  v 
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ce  qui  donne,  en  réduisant  en  série, 

r  =  — -ït-Àx  —  Aa.n g.' ±v +  .tang.4jp  —  &c.  ). 

cos.2ft-    l         2— cl         °  \2—  a./  °    2  J 

Pour  avoir  le  rapport  de  v  au  temps  t;  nous  observerons  que  l'ex- 
pression de  l'arc  par  la  tangente  ,  donne 

u=  a.  tang. {u.  (i — j.tang.a^-«+{.tang.4^  u — &c.}  ; 
or  on  a 


on  aura  donc 


tang.  ~u  =  Vf  . tang.  {v ; 

r      a — * 


]/  JL_.  tang.^.  f  i  — tàng.'*,+  j.  (-^\tang.^-&c.} 


on  a  ensuite 
sin.  u 
d'où  l'on  tire 


2.tang.i« 

— ,  —  =  3. iaiig.^w.  {  i —  tang."  -  w + tang.4 -u  —  &c.}: 


!.sm.M  =  2.C i — */•  \/  ■  ^^•tang-ï^-  ! 1  *tan 


tang.4-^- 


(       a — a 

En  substituant  ces  valeurs  de  u  et  de  e.sin.w,  dans  l'équation 
nt=u  —  e.  sin.  u   on  aura  le  temps  t,  en  fonction  de  l'anomalie  p, 
par  une  suite  très  -  convergente  ;  mais  avant  que  de  faire  cette 
substitution ,  nous  observerons  que  l'on  a  par  le  n°.  20 ,  n  =  a~^. 
et  comme  D  =  aa,  on  aura 

1  D* 


■&C. 


On  trouvera ,  cela  posé , 

z.D*  (  (',—'-) 

-.tang.^.    1  +       — .tang 


Si  l'orbite  est  parabolique ,  «  =  o ,  et  par  conséquent 

D 

r  =  — rr—  >* 


^-7a^'tan-4>+  H" 


_  L-^-i .  { tang.  \  y  + 1 .  tang.3  » . 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  II.  i85 

Le  temps  t,  la  distance  D  ,  et  la  somme  p  des  masses  du  soleil  et 
de  la  comète  ,  sont  des  quantités  hétérogènes,  qui  pour  être  com- 
parables, doivent  être  divisées  chacune  par  des  unités  de  leur 
espèce.  Nous  supposerons  donc  que  la  moyenne  distance  du  soleil 
à  la  terre  est  l'unité  de  distance,  en  sorte  que  D  est  exprimé 
en  parties  de  cette  distance.  Nous  observerons  ensuite  que  si  l'on 
nomme  T  le  temps  d'une'  révolution  sydérale  de  la  terre  que 
nous  supposerons  partir  du  périhélie;  on  aura  dans  l'équation 
nt  —  u  —  e.sin.  u,  u  =  o  ,  au  commencement  de  la  révolution, 
et  U  —       à  la  fin,  v  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon 

est  l'unité  ;  on  aura  donc  n  T—  2  w-  mais  on  a ,  n  =  a~*.  v/£, 
à  cause  de  a  =  1  ;  partant 

La  valeur  de  y.  n'est  pas  exactement  la  même  pour  la  terre ,  que 
pour  la  comète  ;  puisque  dans  le  premier  cas  ,  elle  exprime  la 
somme  des  masses  du  soleil  et  de  la  terre  ;  au  lieu  que  dans  le 
second  cas ,  elle  exprime  la  somme  des  masses  du  soleil  et  de  la 
comète  :  mais  les  masses  de  la  terre  et  de  la  comète  étant  beaucoup 
moindres  que  celle  du  soleil;  on  peut  les  négliger,  et  supposer 
que  ^  est  le  même  pour  tous  ces  corps ,  et  qu'il  exprime  la  masse  du 

a  t 

soleil.  En  substituant  donc  au  lieu  de  j/fT,  sa  valeur  — ,  dans 

l'expression  précédente  de  T'y  on  aura 

1 

TF-  T 

t  =  — ys-,  {tang.^  +  j.tang.3^}. 

Cette  équation  ne  renferme  plus  que  des  quantités  comparables 
entre  elles  ;  elle  donnera  facilement  t,  lorsque  v  sera  connu  ;  mais 
pour  avoir  p ,  au  moyen  de  t ,  il  faut  résoudre  une  équation  du 
troisième  degré  ,  qui  n'est  susceptible  que  d'une  seule  racine  réelle. 
On  peut  se  dispenser  de  cette  résolution ,  en  faisant  une  table  des 
valeurs  de  p ,  correspondantes  à  celles  de  t ,  dans  une  parabole  dont 
la  distance  périhélie  est  l'unité ,  ou  égale  à  la  moyenne  distance  de 
la  terre  au  soleil.  Cette  table  donnera  le  temps  correspondant  à 
l'anomalie  v  ,  dans  une  parabole  quelconque  dont  D  est  la  distance 
Mécan.  cÉii.  Tome  2.  A  a 
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périhélie  ,  en  multipliant  par  D  ,  le  temps  qui  répond  à  la  même 
anomalie  ,  dans  la  table.  On  aura  l'anomalie  p,  correspondante  au 

•..  T.:  •(  Oh      .'.:•!!  r:>\t  ':  ait  rtrtMft,j)jj)  ifMWJwjjb  OïJ*  i/fa#i 
temps  £,  en  divisant  «  par  I?1,  et  en  cherchant  dans  la  table, 

l'anomalie  qui  répond  au  quotient  de  cette  division. 

Supposons  maintenant  que  l'on  cherche  l'anomalie  t>,  correspon- 
dante au  temps  t ,  dans  une  ellipse  fort  excentrique.  Si  l'on  néglige 
les  quantités  de  l'ordre  «.%  et  que  l'on  remette  1  —  e,  au  lieu  de  */ 
l'expression  précédente  de  t  en  v ,  dans  l'ellipse,  donnera 

t  =  D  2  ■        f  tang.    ■ + y  ■  tan  g.3  i  v  \ 

VT*  '  Ufi  —  e;.tang.^i/.{i— i.tang.*^— f.tang.^}}' 
On  cherchera ,  par  la  table  du  mouvement  des  comètes ,  l'anomalie 
qui  répond  au  temps  t ,  dans  une  parabole  dont  D  seroit  la  dis- 
tance périhélie  ;  soit  U  cette  anomalie,  et  U+x,  l'anomalie  vraie 
dans  l'ellipse  ,  correspondante  au  même  temps  ,  x  étant  un  très- 
petit  angle.  Si  l'on  substitue  dans  l'équation  précédente,  U+x, 
au  lieu  de  v  ,  et  que  l'on  réduise  le  second  membre,  en  série  ordon- 
née par  rapport  aux  puissances  de  on  aura,  en  négligeant  le 
quarré  de  x  ,  et  le  produit  de  x ,  par  1 —  e , 

i         C{tang.^+j.tang.3iZ7}+  - 

.\/  2    )  2.cos.4i£/ 


^    (  +  (±T^' taïlg'  * U'  * l~ tang<^  u~ i • tang-4^  ^ 

mais  on  a  par  la  supposition , 

on  aura  donc ,  en  substituant  au  lieu  du  petit  arc  x ,  son  sinus, 
sin.  x  =  ^.(i—     tang.fCT.  {4— 5.cos.^Z7—  6.c08>|  Z7). 
Ainsi ,  en  formant  une  table  des  logarithmes  de  la  quantité  , 

Û  •  tang.  |  Z7.  {  4  —  3 .  cos.2  J  Z7—  6 .  cos.4  i  Z7}  3 
il  suffira  de  leur  ajouter  le  logarithme  de  1 — <?,  pour  avoir  celui  de 
sin.  x;  on  aurapar  conséquent,  la  correction  à  faire  à  l'anomalie  U, 
calculée  dans  la  parabole ,  pour  avoir  l'anomalie  correspondante 
dans  une  ellipse  fort  excentrique. 
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IHt.  Il  nous  reste  à  considérer  le  mouvement  dans  une  orbite 

hyperboli  que.  Pour  cela ,  nous  observerons  que  dans  l'hyperbole , 

le  demi-grand  axe  a  devient  négatif,  et  l'excentricité  e  ,  surpasse 

l'unité.  En  faisant  donc  dans  les  équations  (f)  du  n°.  20  •  a  —  a 

«'-.'• 
et  u  —  — r== ,  et  en  substituant ,  au  lieu  des  sinus  et  des  cosinus 

V— » 

leurs  valeurs  en  exponentielles  imaginaires  ;  la  première  de  ces 
équations  donnera 

t-{/~p. 


a'* 


-.  {c"'—  c-"'}—  u'. 


La  seconde  deviendra 

enfin ,  si  l'on  prend  convenablement  le  signe  du  radical  de  la  troi- 
sième équation,  pour  que  v  croisse  avec  t,  et  par  conséquent, 
avec  u';  on  aura 


tang.^=l/f±ï.{?=i]„ 


Supposons  dans  ces  formules  ,  w'  =  log.tang.  (~7r  +±nr)  ,  tt  étant  la 
demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité ,  et  le  logarithme  pré- 
cédent étant  hyperbolique  ;  on  aura 

— — =  e.tang.w— log.  tang.  C^  +  it)  ; 


r=a'.\— -  1  |  / 

COS.  J 

tang.  \v  —  l/'îii .  tang. 


L'arc  est  le  moyen  mouvement  angulaire  durant  le  temps  t, 

du  corps  77i ,  supposé  mû  circulairement  autour  de  M ,  à  la  dis- 
tance a.  Cet  arc  est  facile  à  déterminer ,  en  le  réduisant  en  parties 
du  rayon  :  la  première  des  équations  précédentes,  donnera  par  des 
essais  ,  la  valeur  de  l'angle  tr}  correspondante  au  temps  t;  les  deux 
autres  équations  donneront  ensuite  les  valeurs  correspondantes 
de  r  et  de  v. 

Aa  2 
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exprimant  la  révolution  sydérale  d'une  planète  dont  a 
est  la  moyenne  distance  au  soleil  ;  la  première  des  équations  (f) 
du  n°.  20,  donnera  «Z1=27ry  mais  on  a  par  le  même  n°. 
l/7* 


■  =  71  ;  on  aura  donc 


  2  T. a2, 

T  = 


v/7 

Si  l'on  néglige  les  masses  des  planètes ,  par  rapport  à  celle  du  soleil; 

exprimera  la  masse  de  cet  astre  ,  et  cette  quantité  sera  la  même 
pour  toutes  les  planètes  ;  ainsi ,  pour  une  seconde  planète  dont  a 
et  T'  seroient  la  distance  moyenne  au  soleil ,  et  le  temps  de  la 
révolution  sydérale  ;  on  aura  encore 

on  aura  doiie 

T*:T'*'.:as  :  a'3/ 
c'est-à-dire ,  que  les  quarrés  des  temps  des  révolutions  de  diffé- 
rentes planètes,  sont  entre  eux,  comme  les  cubes  des  grands  axes 
de  leurs  orbites  ;  ce  qui  est  une  des  loix  découvertes  par  Kepler. 
On  voit  par  l'analyse  précédente,  que  cette  loi  n'est  pas  rigou- 
reuse, et  qu'elle  n'a  lieu  qu'autant  que  l'on  néglige  l'action  des 
planètes,  les  unes  sur  les  autres  et  sur  le  soleil. 

Si  l'on  prend  pour  mesure  du  temps  ,  le  moyen  mouvement  de 
la  terre ,  et  pour  unité  de  distance ,  sa  moyenne  distance  au  soleil  ; 
T  sera  dans  ce  cas  égal  à  2  7r ,  et  l'on  aura  a  =  1  ;  l'expression  pré- 
cédente de  T  donnera  donc  -7  d'où  il  suit  que  la  masse  du 
soleil  doit  alors  être  prise  pour  unité  de  masse.  On  peut  ainsi  ,  dans 
latliéorie  des  planètes  et  des  comètes  ,  supposer  f*=  1,  et  prendre 
pour  unité  de  distance  ,  la  moyenne  distance  de  la  terre  au  soleil  ; 
mais  alors,  le  temps  t  est  mesuré  par  l'arc  correspondant  du  moyen 
mouvement  sydéral  de  la  terre. 

L'équation 

donne  un  moyen  fort  simple  de  déterminer  les  rapports  des  masses 
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des  planètes  qui  ont  des  satellites  ,  à  la  masse  du  soleil.  En  effet , 
M  représentant  cette  masse ,  si  l'on  néglige  la  masse  m  de  la  planète 
Vis  à- vis  de  M;  on  aura 


T  = 


2 

2T.fi- 


Si  l'on  considère  ensuite  un  satellite  d'une  planète  quelconque  Wj 
que  l'on  désigne  par  p  ,  la  masse  de  ce  satellite  ;  par  h ,  sa  moyenne 
distance  au  centre  de  m',  et  par  T,  le  temps  dé  sa  révolution  aydé- 
rale  5  on  aura 


y/m'-)-  p 

partant , 

tn'  +  P 


h-    /  TV 


M 

Cette  équation  donne  le  rapport  de  la  somme  des  masses  de  la  pla- 
nète m!  et  de  son  satellite  ,  à  la  masse  M  du  soleil  ;  en  négligeant 
donc  la  masse  du  satellite ,  eu  égard  h  celle  de  sa  planète ,  ou  en 
supposant  le  rapport  de  ces  masses  connu  ;  on  aura  le  rapport  de  la* 
masse  de  la  planète ,  à  celle  du  soleil.  Nous  donnerons  ,  en  traitant 
la  théorie  des  planètes  ,  les  valeurs  des  masses  de  celles  autour  des- 
quelles on  a  observé  des  satellites. 
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CHAPITRE  IV. 

Détermination  des  élémens  du  mouvement  elliptique. 

26.  Après  avoir  exposé  la  théorie  générale  du  mouvement 
elliptique,  et  la  manière  de  le  calculer  par  des  suites  conver- 
gentes ,  dans  les  deux  cas  de  la  nature ,  celui  des  orbes  presque 
circulaires ,  et  le  cas  des  orbes  fort  allongés  ;  il  nous  reste  à  déter- 
miner les  élémens  de  ces  orbes,  Si  les  circonstances  des  mouve- 
mens  primitifs  des  corps  célestes  étoient  données,  on  pourroit  faci- 
lement en  conclure  ces  élémens.  En  effet ,  si  l'on  nomme  V  la 
vitesse  de  m  ,  dans  son  mouvement  relatif  autour  de  M  j  on  aura 

_dx*  +  dy*+dz? 
dp 

et  la  dernière  des  équations  (p)  du  n°.  18  ,  donnera 

M      a)  f 

Pour  faire  disparaître  de  cette  expression  ;  nous  désignerons 
par  U  la  vitesse  que  m  auroit,  s'il  décrivoit  autour  de  M,  un 
cercle  d'un  rayon  égal  à  l'unité  de  distance.  Dans  cette  hypothèse , 
on  a  r=  a  —  1,  et  par  conséquent  U*-  —  p;  donc 

Cette  équation  donnera  le  demi-grand  axe  a  ,  de  l'orbite ,  au  moyen 
de  la  vitesse  primitive  de  m ,  et  de  sa  distance  primitive  à  M.  a  est 
positif  dans  l'ellipse  ;  il  est  infini  dans  la  parabole ,  et  négatif  dans 
l'hyperbole  •  ainsi  l'orbite  décrite  par  m ,  est  une  ellipse  ,  une 
parabole  ou  une  hyperbole ,  suivant  que  V est  moindre,  égal  ou 

plus  grand  que  U.  \r     ^.  Il  est  remarquable  que  la  direction  du 

mouvement  primitif ,  n'influe  point  sur  l'espèce  de  la  section 
coniquet 
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Pour  déterminer  l'excentricité  de  l'orbite,  nous  observerons  que 
si  l'on  nomme  e ,  l'angle  que  fait  la  direction  du  mouvement  relatif 

de  m.  avec  le  rayon  vecteur  r;  on  a  — —  =  /^2.cos.2.  f.  En  subs- 

*  <  t. .;,  dta 

tituant  au  lieu  de  V1,  sa  valeur   }  ,  on  aura 

dr*  f  2      1  \ 

di*  \r  a) 

mais  on  a  par  le  n°.  19 , 

-  ■                            1*1*      T*d>*     *jtiù*i  l  I 

2/,,  ___==/,a.ri_eV. 

on  aura  donc 

a.(i  —  ej)2=  7-2.sin.2s. 

ce  qui  fera  connoître  l'excentricité  a  e  de  l'orbite. 

L'équation  aux  sections  coniques  , 

a.(i—  e2) 

r  —   , 

1  +  e .  cos.  v 

donne 

a.(l  —  e")  —  ?" 
COS.  P  =  — . 

e  r 

On  aura  ainsi  l'angle  v  que  le  rayon  vecteur  r  fait  avec  la  distance 
périhélie ,  et  par  conséquent ,  on  aura  la  position  du  périhélie. 
Les  équations  (f)  du  n°.  20,  feront  ensuite  connoître  l'angle  u  , 
et  par  son  moyen ,  l'instant  du  passage  par  le  périhélie. 

Pour  avoir  la  position  de  l'orbite ,  par  rapport  à  un  plan  fixe 
passant  par  le  centre  de  M. ,  supposé  immobile  ■  soit  p  l'inclinaison 
de  l'orbite  sur  ce  plan  ,  et  €  l'angle  que  le  rayon  r  forme  avec 
la  ligne  des  noeuds  ;  soit  de  plus  ,  z  l'élévation  primitive  de  m, 
au-dessus  du  plan  fixe ,  élévation  supposée  connue  5  on  aura 

r.sin.f.  sin.  p  —  z; 

en  sorte  que  l'inclinaison  ?  de  l'orbite  sera  connue ,  lorsque  l'on 
aura  déterminé  £.  Pour  cela,  nommons  a,  l'angle  supposé  connu  que 
fait  avec  le  plan  fixe ,  la  direction  primitive  du  mouvement  relatif 
de  m  ;  si  l'on  considère  le  triangle  formé  par  cette  direction  prolon- 
gée jusqu'à  la  rencontre  de  la  ligne  des  noeuds  ,  par  cette  dernière 
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ligne,  et  par  le  ra}'on  r  ;  en  nommant  /,  le  côté  de  ce  triangle. 

opposé  à  l'angle  C,  on  aura 


r.sin.  S 


sin.  (h-\-s) 

on  a  ensuite  -  =  sin.  a  ;  on  aura  donc 

z  . sin.  s 

tans.  S  =  ;  —  , 

r.un.h  —  z.cos.s 

Les  élémens  de  l'orbite  de  la  planète  étant  déterminés  par  ces  for- 
mules ,  en  fonctions  des  coordonnées  r  et  z ,  de  la  vitesse  de  la 
planète  et  de  la  direction  de  son  mouvement  ;  on  peut  avoir  les 
variations  de  ces  élémens  ,  correspondantes  à  des  variations  sup- 
posées dans  la  vitesse  et  dans  sa  direction  ;  et  il  sera  facile ,  par 
les  méthodes  que  nous  donnerons  dans  la  suite,  d'en  conclure  les 
variations  différentielles  de  ces  élémens  ,  dues  à  l'action  de  forces 
perturbatrices. 

Reprenons  l'équation 

~u  'h  «r 

Dans  le  cercle  a—r,  et  par  conséquent  p^  —  U.  \f         ainsi,  les 

vitesses  des  planètes  dans  des  cercles  différens ,  sont  comme  les 
racines  quarrées  de  leurs  rayons. 

Dans  la  parabole,  "a  —  oo ,  partant  V—  \S  -/  les  vitesses  dans 

les  différens  points  de  l'orbite  ,  sont  donc  alors  réciproques  aux 
racines  quarrées  des  rayons  vecteurs  ,  et  la  vitesse  à  chaque  point, 
est  à  celle  qu'auroit  la  planète ,  si  elle  décrivoit  un  cercle  d'un 
rayon  égal  au  rayon  vecteur  r,  comme       :  i, 

Une  ellipse  infiniment  applatie,  se  change  en  ligne  droite,  et 
dans  ce  cas  ,  exprime  la  vitesse  de  m ,  s'il  descendoit  en  ligne 
droite  vers  JVL.  Supposons  que  m  parte  de  l'état  du  repos ,  et  que  sa 
distance  primitive  à  M  soit  r  ;  supposons  de  plus ,  que  parvenu 
à  la  dislance  r',  il  ait  acquis  la  vitesse  l'expression  précédente 
de  la  vitesse  ,  donnera  les  deux  équations  suivantes  : 


0  =  *-i;  ij. 
Ta  V  a) 


d'où 
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d'où  l'on  tire 

rr' 

c'est  l'expression  de  la  vitesse  relative  acquise  par  m  ,  en  partant 
de  la  distance  r,  et  en  tombant  vers  M,  de  la  hauteur  r — r.  On 
déterminera  facilement  ,  au  moyen  de  cette  formule ,  de  quelle 
hauteur  le  corps  m,  mû  dans  une  section  conique,  devroit  tomber 
vers  M ,  pour  acquérir ,  en  partant  de  l'extrémité  du  rayon  vec- 
teur r,  une  vitesse  relative  égale  à  celle  qu'il  a  à  cette  extrémité  \ 
car  V étant  cette  dernière  vitesse  ,  on  a 

mais  le  quarré  delà  vitesse  acquise  en  tombant  de  la  hauteur  r — r', 

est  2  U1.        ^  ;  en  égalant  ces  deux  expressions  ,  on  aura  donc 

,      r.(aa  —  r) 
4a  —  r 

Dans  le  cercle  o=r,  et  alors  r—r'=\r;  dans  l'ellipse,  on  a 
r — r'<yrj  a  étant  infini  dans  la  parabole,  on  a  r — r  ={r;  et 
dans  l'hyperbole  ,  où  a  est  négatif ,  on  a  r — r'>jr. 
2 y.  L'équation 


dt* 


est  remarquable,  en  ce  qu'elle  donne  la  vitesse  indépendamment  de 
l'excentricité  de  l'orbite.  Elle  est  renfermée  dans  une  équation  plus 
générale  qui  existe  entre  le  grand  axe  de  l'orbite ,  la  corde  de  l'arc 
elliptique ,  la  somme  des  rayons  vecteurs  extrêmes ,  et  le  temps 
employé  à  décrire  cet  arc.  Pour  parvenir  à  cette  dernière  équation , 
nous  reprendrons  les  équations  du  mouvement  elliptique ,  don- 
nées dans  le  n°.  20  ;  en  y  supposant  pour  plus  de  simplicité  /*  =  j, 
Ces  équations  deviennent  ainsi  : 

a.(i  —  e") 

/'  =  ; 

1  -j-  e.cos.  v 

r=  a.(i  —  e.cos.z^; 

t=a2.(u — e.sin.u).  ^ 
Mkcan.  cél.  Tome  I.  B  b 
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Supposons  que  r,  v,  u  et  t  correspondent  à  la  première  extrémité 
de  l'arc  elliptique  ,  et  que  r,  p',  u'  et  t'  correspondent  à  l'autre 
extrémité  ;  on  aura 

■  a.(i-e-) 

r  =  — —  ,  ; 

i  -(-  e .  cos.  f 

r'  =  a.(i  —  e.cos.u)  ; 

l 

t'  =  a* .  (V —  e .  sin.  z/,). 

Soit 

<T  —  *  =  .T  :  =  6;  =  r'  +  r=i?  ; 

'  2  S 

si  l'on  retranche  l'expression  de  £,de  celle  de  t',  et  si  l'on  observe 
que 

sin.  u  —  sin.  u  =  a .  sin.  £.  cos.  £' 

on  aura 

T  =2  a1 .  {£ —  e.sin.  C.  cos. 
Si  l'on  ajoute  l'une  à  l'autre,  les  deux  expressions  de  r  et  de  / 
en  u  et  u,  et  si  l'on  observe  que 

cos.  u'  +  cos.  u  —  2 .  cos.  €.  cos.  £'  ; 

on  aura 

H  =  2a.(  i  — e.cos.^.cos.O- 
Maintenant,  soit  c  la  corde  de  l'arc  elliptique  ;  on  a 

c*  =  r*  +  r'*  —  2  r  r'.  cos.  (v  —  v)  i 
mais  les  deux  équations 

a.(i-e') 


i  -J- e. cos.v 
donnent  celles-ci  , 


;      r  =  a.(i  —  e.cos.u), 


•fcos.u  —  el  .           a-  V  i  —  e2.sin.u 

cos.v  =  a. 1                ;  sm.v  =  . 

r  i 

On  a  pareillement 

a.fcos.u'  —  e)  .      ,      a-  \/i  —  e'.sin.a' 

cos.  v'  =  — 5 — -,          ;  sin.  v  =  p  ; 

on  aura  donc 

rr'.cos.(p~-p')—a\  (e—cos.u).(  e-cos.u')+a*  ■  (\—é*) .  sin.w.  sin.z/y 
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et  par  conséquent , 

c*  =  2a*.C  1  —  e%).  {1  —  sin. u . sin. u' — cos.  k.cos.  u'} 
+  a2e2.  (cos.u — cos.  u  y  j 

or  on  a 

sin. m. sin.  w'  +  cos.  w.cos.  k'  =  2. cos.2? — 1  ; 
cos.  u  —  cos.  u  =  2 .  sin.  £.  sin.  C  ; 

partant 

c5  ==  4  a»,  sin.2  C.  (i  — e2.  cos.2  é"  j  ; 
on  a  donc  ainsi  les  trois  équations  suivantes  , 
i?  =  2a.  {  î  —  e.cos.é". cos.£'}  / 

T  =  2  8!.(C  —  e. sin.  C. cos. ; 
c2  =  4  a2 .  sin.2  é".  C  i  —  e2 .  cos.1  S').. 

La  première  de  ces  équations  donne 

za  —  R 

e.cos-ë  = 


2a. cos. 6 

«n  substituant  cette  valeur  de  e.cos.  €' ,  dans  les  deux  autres ,  on 


aura 


T  =  2a"-('  +  (^)-tang-fl/ 
c*  =  4:a\tarig.!ie.  jcos.2  C— j- 

Ces  deux  équations  ne  renferment  point  l'excentricité  £  ;  et  si  dans 
la  première  ,  on  substitue  au  lieu  de  S ,  sa  valeur  donnée  par  la 
seconde;  on  aura  T  en  fonction  de  c  ,  R  et  a.  On  voit  ainsi  que  le 
temps  T  ne  dépend  que  du  demi-grand  axe ,  de  la  corde  c ,  et  de  la 
somme  R  des  rayons  vecteurs  extrêmes. 
Si  l'on  fait 

2cz — R  +  c  ;      aa — R  —  c 


la  dernière  des  équations  précédentes  donnera 

cos.2£=z.s'+  V(\—  z%).(i—  z'*)  ; 

<Toù  l'on  tire , 

2?—  arc .  cos.  z'  —  arc .  cos.  z  ; 

Bb  a 
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arc .  cos.  z  désignant  ici  l'arc  qui  a  z  pour  cosinus  ;  on  a  par  con- 
séquent 

sin.farc.cos.z') — sin.  (arc .  cos.  z) 

tang.  C=  -T—  ~  } 

z  -f-  z 

,        2C  —  R 

on  a  ensuite  z  +  z  =  — - —  •  l'expression  de  T  deviendra  donc,  en 

observant  que  si  T  est  la  durée  de  la  révolution  sydérale  de  la 
terre  dont  la  moyenne  distance  au  soleil,  est  prise  pour  unité, 
on  a  par  le  n°.  16,  !T=2w/ 

1  lllwnlU  jll.lrtn'.,n;..i,Mul   tal  .,; 

ci  ~  T 

T= — •—.  { arc. cos. z — arc. cos. z  —  sin.  ( arc. cos. s',)  +  sin.  f  arc.  cos.  z,)}.  (a) 

Les  mêmes  cosinus  pouvant  appartenir  à  plusieurs  arcs,  cette  expres- 
sion de  T  est  ambiguë  ,  et  il  faut  bien  distinguer  les  arcs  auxquels 
répondent  les  cosinus  z  et  z'. 

Dans  la  parabole  ,  le  demi-grand  axe  a  est  infini ,  et  l'on  a 

arc.  cos.  z  —  sin.  (arC.cos.  z  )—^.\  J  , 

En  faisant  c négatif,  on  aurala  valeur  de  arc.  cos.  z — sin.f  arc.  cos.  z) ; 
la  formule  (a)  donnera  donc  pour  le  temps  T  employé  à  décrire 
l'arc  sous-tendu  par  la  corde  c , 

T=— .  {(r  +  r'  +  c)*=p(r+  r'—cf}  ; 

12  T 

le  signe  —  ayant  lieu ,  lorsque  les  deux  extrémités  de  l'arc  para- 
bolique sont  situées  du  même  côté  de  l'axe  de  la  parabole,  ou 
lorsque  l'une  d'elles  étant  située  au-dessous,  l'angle  formé  par 
les  deux  rayons  vecteurs ,  est  tourné  vers  le  périhélie  ;  il  faut 
employer  le  signe   +   dans  les  autres  cas.    T  étant  égal  à 

T 

365  >ours,  25658  ,  on  a  ,   —  q'0UIS,  688754. 

12  ' 

Dans  Fhyperbole  ,  a  est  négatif  ;  z  et  z'  deviennent  plus  grands 
que  l'unité  ;  les  arcs,  arc. cos. z  et  arc. cos. z'  sont  imaginaires,  et 
l'on  a  en  logarithmes  hyperboliques  , 

arc.  cos. z  =  -^— -.log.  (z  +  V z*  —  1  )  ; 

arc.cos.z'  =  -— l — .log.  (V  +  vV* — 1  )  ; 
y  — 1 
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la  formule  (a)  devient  ainsi,  en  y  changeant  a  dans  — a , 


l 

T  =  a—  •  {  VV  —  i  =F fV— i  —  log.  (V  +  VV*_  i ;  ±]og.  (z  +  VV^Ï)  } 

La  formule  (a)  donne  le  temps  qu'un  corps  emploie  à  descendre  en 
ligne  droite  vers  le  foyer,  en  partant  d'une  distance  donnée,  avec  une 
vitesse  donnée  :  il  suffit  pour  cela  ,  de  supposer  l'ellipse  qu'il  décrit 
alors,  infiniment  applatie.  Si  l'on  suppose,  par  exemple,  que  le 
corps  parte  de  l'état  du  repos  ,  à  la  distance  2  a  du  foyer,  et  que 
l'on  cherche  le  temps  T ,  qu'il  emploie  à  s'en  approcher  à  la  dis- 
tance c;  on  aura  dans  ce  cas,  R  =  2a  +  r;  r=2a  —  c  ;  ce  qui 

donne  z'  —■—  1  ;  z  —         ;  la  formule  (a)  donnera  donc 
2   

Il  y  a  cependant  une  différence  essentielle  entre  le  mouvement 
elliptique  vers  le  foyer ,  et  le  mouvement  dans  une  ellipse  infi- 
niment applatie.  Dans  le  premier  cas ,  le  corps  parvenu  au  foyer , 
passe  au-delà,  et  s'en  éloigne  à  la  même  distance  dont  il  étoit  parti  ; 
dans  le  second  cas  ,  le  corps  parvenu  au  foyer  ,  revient  au  point 
d'où  il  étoit  parti.  Une  vitesse  tangentielle  à  l'aphélie  ,  quelque 
petite  qu'elle  soit ,  suffit  pour  produire  cette  différence  qui  n'in- 
flue point  sur  le  temps  que  le  corps  emploie  à  descendre  vers  le 
foyer. 

28.  Les  observations  ne  faisant  pas  connoître  les  circons- 
tances du  mouvement  primitif  des  corps  célestes  ;  on  ne  peut  pas 
déterminer  par  les  formules  du  n°.  26  ,  les  élémens  de  leurs 
orbites.  Il  est  nécessaire  pour  cet  objet,  de  comparer  entre  elles, 
leurs  positions  respectives  observées  à  différentes  époques  ;  ce  qui 
présente  d'autant  plus  de  difficultés  ,  que  l'on  n'observe  point  ces 
corps,  du  centre  de  leurs  mouvemens.  Relativement  aux  planètes, 
on  peut ,  au  moyen  de  leurs  oppositions  ou  de  leurs  conjonctions  , 
1  ,îtr  longitude  telle  qu'on  l'observeroit  du  centre  même  du 
soleil.  Cette  considération  jointe  à  la  petite  excentricité  et  au  peu 
d'in- ...  îaison  de  leurs  orbites  à  l'éclip tique  ,  donne  un  moyen  fort 
simple  d'avoir  leurs  élémens.  Mais  dans  4'état,  actuel  de  l'astro- 
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nomie ,  les  élémens  de  ces  orbites  n'ont  besoin  que  de  corrections 
très-légères  ;  et  comme  les  variations  des  distances  des  planètes 
à  la  terre,  ne  sont  jamais  assez  grandes  pour  les  dérober  à  nos 
regards  ;  on  peut  les  observer  sans  cesse ,  et  rectifier  par  la  com- 
paraison d'un  grand  nombre  d'observations  ,  les  élémens  de  leurs 
orbites  ,  et  les  erreurs  mêmes  dont  les  observations  sont  suscep- 
tibles. Il  n'en  est  pas  ainsi  des  comètes  ;  nous  ne  les  voyons  que 
vers  leur  périhélie  :  si  les  observations  de  leur  apparition  sont 
insuffisantes  pour  déterminer  leurs  élé2iiens  ;  nous  n'avons  alors 
aucun  moyen  de  suivre  ces  astres  par  la  pensée  ,  dans  l'immensité 
de  l'espace ,  et  quand  la  suite  des  siècles  les  ramène  vers  le  soleil , 
il  nous  est  impossible  de  les  reconnoître  j  il  est  donc  important  do 
pouvoir  déterminer  par  les  seules  observations  de  l'apparition 
d'une  comète ,  les  élémens  de  son  orbite  ;  mais  ce  problême  pris  en 
rigueur ,  surpasse  les  forces  de  l'analyse,  et  l'on  est  obligé  de  recou- 
rir aux  méthodes  d'approximation  ,  pour  avoir  les  premières  va- 
leurs des  élémens  ,  que  l'on  peut  corriger  ensuite  avec  toute  la. 
précision  que  les  observations  comportent, 

Si  l'on  faisoit  usage  d'observations  éloignées  entre  elles, les  élimi- 
nations conduiroient  à  des  calculs  impraticables;  il  faut  donc  se 
borner  à  ne  considérer  que  des  observations  voisines  ,  et  avec 
cette  restriction  même ,  le  problême  présente  encore  de  grandes, 
difficultés.  Après  y  avoir  réfléchi,  il  m'a  paru  qu'au  lieu  d'em- 
ployer directement  les  observations ,  il  est  plus  avantageux  d'en* 
tirer  des  données  qui  offrent  un  résultat  exact  et  simple ,  et  je  me 
suis  assuré  que  celles  qui  remplissent  le  mieux  cette  condition , 
sont  la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la  comète,  <à  un 
instant  donné  ,  et  leurs  premières  et  secondes  différences  divisées 
par  les  puissances  correspondantes  de  l'élément  du  temps  ;  car  au 
moyen  de  ces  données  ,  on  peut  déterminer  rigoureusement  et 
avec  facilité,  les  élémens,  sans  recourir  à  aucune  intégration,  et 
par  la  seule  considération  des  équations  différentielles  de  l'orbite. 
Cette  manière  d'envisager  le  problême,  permet  d'ailk  s 
ployer  un  grand  nombre  d'observations  voisines  ,  et  de  compren- 
dre ainsi,  un  intervalle  considérable  entre  les  observation'  extrê- 
mes .  ce  qui  est  très-utile  pour  diminuer  l'influence  des  erreurs 
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dont  ces  observations  sont  toujours  susceptibles ,  à  cause  de  la 
nébulosité  qui  environne  les  comètes.  Je  vais  d'abord  présenter  les 
formules'  nécessaires  pour  conclure  les  différences  premières  de  la 
longitude  et  de  la  latitude,  d'un  nombre  quelconque  d'observations 
voisines  ;  je  déterminerai  ensuite  les  élémens  de  l'orbite  d'une  co- 
mète ,  au  moyen  de  ces  différences  ;  enfin ,  j'exposerai  le  moyen  qui 
m'a  paru  le  plus  simple ,  pour  corriger  ces  élémens  ,  par  trois  ob- 
servations éloignées  entre  elles. 

ig.  Soit  à  une  époque  donnée,  «  la  longitude  géocen trique 
d'une  comète,  et  S  sa  latitude  boréale  géocentrique  ,  les  latitudes 
australes  devant  être  supposées  négatives.  Si  l'on  désigne  par  s, 
le  nombre  des  jours  écoulés  depuis  cette  époque  ;  la  longitude  et  la 
latitude  géocentrique  de  la  comète  après  cet  intervalle  ,  seront  ex- 
primées en  vertu  de  la  formule  (  i  )  du  n°.  21,  par  les  deux  suites  , 


au  moyen  de  plusieurs  longitudes  et  de  plusieurs  latitudes  géo- 
centriques  observées.  Pour  y  parvenir  de  la  manière  la  plus  sim- 
ple ,  considérons  la  suite  infinie  qui  exprime  la  longitude  géocen- 
trique. Les  coefficiens  des  puissances  de  s ,  dans  cette  suite ,  doivent 
être  déterminés  par  lacondition  qu'elle  doit  représenter  chaque  lon- 
gitude observée ,  en  y  substituant  pour  s  ,  le  nombre  des  jours  qui 
lui  correspond;  on  aura  ainsi  autant  d'équations  que  d'observa- 
tions ;  et  si  le  nombre  de  celles-ci  est  n ,  on  ne  pourra  déterminer 

^vT,_  .  .  fâ*.\  a 

à  leur  moyen  ,  dans  la  suite  infime ,  que  n  quantités  a ,  I  —  J ,  &c. 

Mais  on  doit  observer  que  s  étant  supposé  fort  petit,  on  peut  négli- 
ger les  termes  multipliés  par  s",  s"*1,  &c. ,  ce  qui  réduit  la  suite 
infinie,  ;'  ses  n  premiers  termes  que  l'on  pourra  déterminer  par 
Jt^  jbservations.  Ces  déterminations  ne  seront  qu'approchées , 
et  le.  exactitude  dépendra  de  la  petitesse  des  termes  que  l'on 
négli6  ,  elles  seront  d'autant  plus  précises ,  que  s  sera  plus  petit, 
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et  que  l'on  emploiera  un  plus  grand  nombre  d'observations.  La 
théorie  des  interpolations  se  réduit  donc  à  trouver  Une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  s,  qui  soit  telle,  qu'en  y  substituant  pour  s, 
le  nombre  des  jours  qui  correspondent  à  chaque  observation ,  elle 
se  change  dans  la  longitude  observée. 

Représentons  par  €,  <?',  C'\  &c. ,  les  longitudes  observées  de  la 
comète,  et  par  i,  i',  i",  &c. ,  les  nombres  des  jours  dont  elles  sui- 
vent l'époque  donnée  ;  ces  nombres  doivent  être  supposés  néga- 
tifs pour  les  observations  antérieures  à  cette  époque.  Si  l'on  fait 
—  £  C"  —  £'        ,         £'"  —  £" 

1  —  1  '        i'—i'-  *      i'—i"  *  ' 

—„  -—  —  =  &c.j 

— ••-  -  =  Sae  j  &c; 

1   — l  ' 

la  fonction  cherchée  sera 

C+  (s-i) .  SC+  (s-i) .  (s-ï) .  S*C+  (s-i) .  (s-ï) .  (s-i") .  J*e+  &c.  ; 

car  il  est  facile  de  s'assurer  que  si  l'on  fait  successivement  s=  i , 
s  =i';  s  =i",  &c,  elle  se  changera  dans  €,  C\  C'\  &c. 

Maintenant ,  si  l'on  compare  la  fonction  précédente ,  à  celle-ci , 

on  aura  ,  en  égalant  les  coemciens  des  puissances  semblables  de  s, 
a      C—i.SS+i.i'.^G—i.ï.ï'.^C-}-  &c.  ; 

Cfi)***         0  +  O  •     +      + il"  +  W)  • f'  Ç  —  &c.  ; 


les  dilïérences  ultérieures  de  a  nous  seront  inutiles.  Les  coemciens 
de  ces  expressions  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  ;  le  coeff 
cient  de  S  '€  est,  abstraction  faite  du  signe,  le  produit  r*r,  des  »•«..-. 
tités  i ,  i',  i". . . .  $r~'\  dans  la  valeur  de  *  ;  il  est  la  somme 

duits  des  mêmes  quantités,  r —  1  à.  /•—  1 ,  dans  la  valeur  de       J  ; 

er»Jin 


t 


I 
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enfin  il  est  la  somme  des  produits  de  ces  quantités ,  ?•  —  2  a  r — 2  , 
dans  la  valeur  de  {.[  ]. 

Si  l'on  nomme  y ,  y',  y",  &c. ,  les  latitudes  géocentriques  obser- 


vées de  la  comète;  on  aura  les  valeurs  de  fl,  (  — 


,  &c. ,  en 


^ds)  '  [lï? 

changeant  dans  les  expressions  précédentes  de  a,  (^jy  (jT^)'  ^C'' 
les  quantités  C,  C,  S",  &c. ,  en  y,  y',  y",  &c. 

Ces  expressions  sont  d'autant  plus  précises,  qu'il  y*a  plus  d'obser- 
vations ,  et  que  les  intervalles  qui  les  séparent ,  sont  plus  petits  ; 
on  pourrait  donc  employer  toutes  les  observations  voisines  de 
l'époque  choisie  ,  si  elles  étaient  exactes  ;  mais  les  erreurs  dont 
elles  sont  toujours  susceptibles,  conduiroient  à  un  résultat  fautif  ; 
ainsi  pour  diminuer  l'influence  de  ces  erreurs ,  il  faut  augmenter 
l'intervalle  des  observations  extrêmes  ,  à  mesure  que  l'on  emploie 
plus  d'observations.  On  pourra  de  cette  manière,  avec  cinq  obser- 
vations ,  embrasser  un  intervalle  de  trente  -  cinq  ou  quarante 
degrés  ,  ce  qui  doit  conduire  à  des  valeurs  très-approchées  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  géocentriques  ,  et  de  leurs  premières  et 
secondes  différences. 

Si  l'époque  que  l'on  choisit ,  est  telle  qu'il  y  ait  un  nombre  égal 
d'observations  avant  et  après  ,  de  manière  que  chaque  longitude 
qui  la  suit,  ait  une  longitude  correspondante  qui  la  pi'écède  du 

même  intervalle;  cette  condition  rendra  les  valeurs  de  a  , 

et  (  -j—A  1  phis  approchées  ,  et  il  est  facile  de  s'assurer  que  de  nou- 
velles observations  prises  à  égales  distances  de  part  et  d'autre  de 
l'époque,  ne  feroient  qu'ajouter  à  ces  valeurs ,  des  quantités  qui 
seroient ,  par  rapport  à  leurs  derniers  termes ,  du  même  ordre  que 

le  rapport  de  s%'\~frA  a  *•  Cette  disposition  symétrique  a  lieu, 

lox  L,  _ites  les  observations  étant  équidistantes,  on  fixe  l'épo- 
que, ai  milieu  de  l'intervalle  qu'elles  comprennent;  il  y  a  donc 
de  IV  a]  âge  à  employer  de  semblables  observations.  En  général , 
jl  sera  toujours  avantageux  de  fixer  l'époque,  vers  le  milieu  de 
MicAN.  cîih.  Tome  I.  Cç 
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cet  intervalle  •  parce  que  le  nombre  de  jours  qui  la  séparent  des 
observations  extrêmes ,  étant  moins  considérable ,  les  approxima- 
tions sont  plus  convergentes.  On  simplifiera  encore  le  calcul,  en 
fixant  l'époque,  à  l'instant  même  d'une  des  observations;  ce  qui 
donnera  immédiatement  les  valeurs  de  *  et  de  0. 

Lorsque  l'on  aura  déterminé  par  ce  qui  précède,  I  —  J ,  (  J, 

Çd~s)  '  et  (^)  '  °n  611  conc*ara  ^e  cette  panière ,  les  différences 
premières  et  secondes  de  *  et  de  S,  divisées  par  les  puissances  cor- 
respondantes de  l'élément  du  temps.  Si  l'on  néglige  les  masses  des 
planètes  et  de3  comètes  ,  vis-à-vis  celle  du  soleil ,  prise  pour  unité 
de  masse  ;  si,  de  plus  ,  on  prend  pour  unité  de  distance,  sa  moyenne 
distance  à  la  terre  ;  le  moyen  mouvement  de  la  terre  autour  du 
soleil,  sera  par  le  n°.  20,  la  mesui'e  du  temps  t;  soit  donc  *  le 
nombre  de  secondes  que  la  terre  décrit  dans  un  jour ,  en  vertu  de 
son  moyen  mouvement  sydéral  ;  le  temps  t  correspondant  au 
nombre  5  de  jours,  sera       on  aura  donc 

\Tt)~ l'\Ts)  '       \dF)~  ^'\d7')' 

Les  observations  donnent  en  logarithmes  des  tables,  log.  *  = 
4,o5g4S22;  de  plus,log.  *2=log.A-f  log.  M  étant  le  rayon  du 
cercle,  réduit  en  secondes;  d'où  résulte  log.  ^'  =  2,  à'76o444'j  par- 
tant,  si  l'on  réduit  en  secondes  ,  les  valeurs  de  I  —  J  et  de  (  —  15 

on  aura  les  logarithmes  de  (^~t)  et  c^e  (^F")'  en  retranc^ant  des 

logarithmes  de  ces  valeurs ,  les  logarithmes ,  4,0694622,  et  2,27  5o4ï4. 

,    /di\  /d*&\ 
On  aura  pareillement  les  logarithmes  de  (  —  j  et  de  (  —  ),  en  re- 
tranchant respectivement  les  mêmes  logaritlimes  ,  des  logârithm-  - 
de  leurs  valeurs  réduites  en  secondes. 

C'est  de  la  précision  des  valeurs  de  a ,  ^—  ^ ,  (jj^J  >  Ê  -•  r(  p  et 
04^;  que  dépend  l'exactitude  des  résultats  suivans ,  et  connue  leur 
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formation  est  très-simple,  il  faut  choisir  et  multiplier  les  obser- 
vations ,  de  manière  à  les  obtenir  avec  le  plus  de  précision  qu'il  est 
possible.  Déterminons  présentement ,  au  moyen  de  ces  valeurs  , 
les  élémens  de  l'orbite  de  la  comète ,  et  pour  généraliser  ces  résul- 
tats ,  considérons  le  mouvement  d'un  système  de  corps  animés  par 
des  forces  quelconques. 

5o.  Soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  rectangles  du  premier 
corps  ;  x',  y',  z',  celles  du  second  corps ,  et  ainsi  de  suite.  Conce- 
vons que  le  premier  corps  soit  sollicité  parallèlement  aux  axes 
des  x,  des  y  et  des  s,  par  les  forces  X,  Y  et  Z ,  que  nous  sup- 
poserons tendre  à  diminuer  ces  variables.  Concevons  pareillement 
que  le  second  corps  soit  sollicité  parallèlement  aux  mêmes  axes , 
par  les  forces  X',  Y',  Z',  et  ainsi  de  suite.  Les  mouvemens  de  tous 
ces  corps  seront  donnés  par  les  équations  différentielles  du  second 
ordre , 

ddx        '  .  ddy        '  ddz  „ 

0  =  ——+X  ;  0=— ^-+Y  ;       0  =  -  \-Z  ; 

dt*  '  dt*-  '  d?  ' 

ddx'     __.  ddy'  ddz  _. 

&c. 

Si  le  nombre  de  ces  corps  est  n,  ces  équations  seront  au  nombre  5/z, 
et  leurs  intégrales  finies  renfermeront  6n  arbitraires  qui  seront 
les  élémens  des  orbites  des  différens  corps. 

Pour  déterminer  ces  élémens  par  les  observations ,  nous  trans- 
formerons les  coordonnées  de  chaque  corps  ,  en  d'autres  dont 
l'origine  soit  à  l'observateur.  En  supposant  donc  un  plan  passant 
par  l'œil  de  l'observateur ,  et  dont  la  situation  soit  toujours  paral- 
lèle à  elle-même ,  tandis  que  l'observateur  se  meut  sur  une  courbe 
donnée  ;  nous  nommerons  p ,  p',  p",  &c. ,  les  distances  de  l'obser- 
vateur aux  différens  corps,  projetées  sur  ce  plan;  a,  a',  a!1,  &c. , 
les  longitudes  apparentes  de  ces  corps,  rapportées  au  même  plan  , 
et  9,  ô',  6",  &c. ,  leurs  latitudes  apparentes,  Les  variables  x,  y,  z, 

front  données  en  fonctions  de  p  ,  œ ,  S  et  des  coordonnées  de  l'ob- 
■  Pareillement,  x',  y',  z',  seront  donnés  en  fonctions  de 

irt  <é\    ,  et  des  coordonnées  de  l'observateur ,  et  ainsi  de  suite. 

D'ail" .  ars ,  si  l'on  suppose  que  les  forces  X,  Y,  Z ,  X',  Y',  Z',  &c.? 

Ce  2 
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sont  dues  à  l'action  réciproque  des  corps  du  système ,  et  à  deâ 
attractions  étrangères  ;  elles  seront  données  en  fonctions  de  p,  p',. 
p",  &c.  ;  a,  a",  &c.  ;  fl ,  6',  9",  &c.  ;  et  de  quantités  connues;  les 
équations  différentielles  précédentes  seront  ainsi  entre  ces  nou- 
velles variables ,  et  leurs  premières  et  secondes  différences  ;  or  les 
observations  font  connoître ,  pour  un  instant  donné ,  les  valeurs 

dc  *'  (jl)'  (£)»  '»  ^  (^),&c.;  il  ne  restera 

donc  d'inconnues  ,  que  les  valeurs  de  p,  p',  p",  &c. ,  et  leurs  pre- 
mières et  secondes  différences.  Ces  inconnues  sont  au  nombre  5n  , 
#t  comme  on  à  5n  équations  différentielles,  on  pourra  les  déter- 
miner. On  aura  même  cet  avantage  ,  que  les  premières  et  secondes 
différences  de  p ,  p',  p",  &c. ,  ne  se  présenteront  dans  ces  équations  , 
que  sous  une  forme  linéaire. 

Les  quantités  * }  4 ,  p,  ô',  p',  &c.  ,  et  leurs  premières  diffé- 
rences divisées  par  dt ,  étant  connues  ;  on  aura  ,  pour  un  instant 
donné,  les  valeurs  de  x,j,  z,  x',  y  ,  z',  &c,  et  de  leurs  pre- 
mières différences  divisées  par  dt.  Si  l'on  substitue  ces  valeurs 
dans  les  5n  intégrales  finies  des  équations  précédentes ,  et  dans  les 
différences  premières  de  ces  intégrales;  on  aura  6n  équations  au 
moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  les  Qn  arbitraires  de  ces 
intégrales ,  ou  les  élémens  des  orbites  des  différens  corps. 

5 1 .  Appliquons  cette  méthode  au  mouvement  des  comètes. 
Pour  cela,  nous  observerons  que  la  force  principale  qui  les  anime , 
est  l'attraction  du  soleil  ;  nous  pouvons  ainsi ,  faire  abstraction  de 
toute  autre  force.  Cependant ,  si  la  comète  passoit  assez  près  d'une 
grosse  planète  ,  pour  en  éprouver  un  dérangement  sensible ,  la 
méthode  précédente  feroit  connoître  encore  sa  vitesse  et  sa  distance 
à  la  terre  ;  mais  ce  cas  étant  excessivement  rare  ,  nous  n'aurons 
égard ,  dans  les  recherches  suivantes  ,  qu'à  l'action  du  soleil. 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  masse ,  celle  du  soleil ,  et  pour  unité 
de  distance,  sa  moyenne  distance  à  la  terre  ;  si  de  plus,  on  fixe  au 
centre  du  soleil,  l'origine  des  coordonnées  x,  y,  z ,  d'une  comète 
dont  nous  nommerons  r,  le  rayon  vecteur;  les  équatie. 
rentielles  (  O  )  du  n°.  1 7 ,  deviendront ,  en  négligeant  la  mac  de  la 
comète  vis-à-vis  de  celle  du  soleil , 
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0  = 

ddx 

X 

dt1 

+ 

O  — 

ddy 
dt* 

+ 

y 

r3  ' 

o  = 

ddx. 

dV- 

+ 

% 

r3"' 

ci) 


Supposons  que  le  plan  des  x  et  des  y  ,  soit  le  plan  même  de  Peclip- 
tique  ;  que  l'axe  des  x  soit  la  ligne  menée  du  centre  du  soleil , 
au  premier  point  d'ariès  ,  à  une  époque  donnée  ;  que  l'axe  des  y  soit 
la  ligne  menée  du  centre  du  soleil  au  premier  point  du  cancer, 
à  la  même  époque  ;  enfin ,  que  les  z  positifs  soient  du  même  côté 
que  le  pôle  boréal  de  l'écliptique.  Nommons  ensuite  x'  et  y1  les 
coordonnées  de  la  terre  ,  et  R  son  rayon  vecteur  ;  cela  posé  , 

Transformons  les  coordonnées  x,  y,  z,  en  d'autres  relatives  à 
l'observateur  ;  et  pour  cela ,  nommons  a ,  la  longitude  géocentrique 
de  la  comète,  6  sa  latitude  géocentrique,  et  p  sa  distance  au  centre 
de  la  terre ,  projetée  sur  l'écliptique  ;  nous  aurons 

x  =  x'  +  p.cos.  a.  ;     y —y' +  p.s'm.it  ;     z  =  pAang.d. 

Si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  (£),  par  sin.  a,  et  que 
l'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  cos.  * ,  on  aura 

ddx  ddy       a:  sin.  «  —  v.cos.a 

o  =  sm.«.—  COS.a.— -  1  ■  -i-   • 

dt*  d?  r3  ' 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  x  et  y,  leurs  valeurs  précédentes , 

ddx  ddy'       or'. sin.  a —  v'-cos.  a. 

O  =  sm.  a.  — ;  —  COS. st.—  1  -  

dV-  dt*  r3 


/  do\    /d»\  /ddct\ 


La  terre  étant  retenue  dans  son  orbite ,  comme  la  comète ,  par  l'at- 
traction du  soleil ,  on  a 


ddx'       x'  ddy  y' 

dt*    +  W  }        °  =  IF  +]p> 


u  q  1  uuvmc 


ddx                    ddy       v.cos.a  —  x  .sin.a 
Sin.  a.—-  ■ —  COS.a.-—  —  "  

dt*  dp  Ri 


ao6         MÉCANIQUE  CELESTE, 

on  aura  donc 


o  =  (y',  cos. *- 


-x'.sin.a;.{^-^}-2.(^).(^)-p.(^) 


Soit  A  la  longitude  de  la  terre  vue  du  soleil  ;  on  aura 
x' —  ,■       y'  —  ; 

partant 

y.  cos.  a.  — .y',  sin.  a  sss  i?.sin.       —  a.)  ; 
l'équation  précédente  donnera  ainsi , 

da\ 
ÎFJ 


\Tt)  ~~    2  ^d*^    '  {R3  ~?]' 


P 


/ddc 

\~d~t 

*••(£) 


(0 


Cherchons  maintenant  une  seconde  expression  de  (^j-^j-  Pour 

cela',  nous  multiplierons  la  première  des  équations  par 
tang.  9 .  cos.  a,  ;  la  seconde,  par  tang.  9 .  sin.  a et  nous  retrancherons 
la  troisième  équation  ,  de  la  somme  de  ces  deux  produits  ;  nous 


aurons  ainsi, 


ddy 


(  ddx 

o  =  tang.  9 .  |  cos.  « .     j-  +  sin.  a .  —  \  +  tang. 


{x.cos.ti+y.sin.cJ.}      ddz  z 


dt2 


Cette  équation  deviendra,  en  y  substituant  pour  x,y,z,  leurs 
valeurs , 

l    (/ddx'     x'\  /ddy'     y'\     .      ■)  a\dt)'\dt) 


^^7lr+  -^isbi — +(  3»  )  -lails-â 


or  on  a 


/ddx'     x'\  /ddy'     y'\    .  '  ,    ,    .       ,  /i  l\ 

—  1 — -  .cos.a  +  ~ — \-—  .sin.  a.—  (x  .cos.  «t  +  y'.sm.a  M  —  —  -, 

\  dt*      r3/  \  >'3/  v  '  ™ 

fil") 


partân  t 
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si  l'on  retranche  cette  valeur  de  p ,  de  la  première ,  et  que  l'on 
suppose 

(jjj^J •  sin- ô • cos- 9 • cos-      —  *)  +  (^dj) '  S"a'  ^  —  ^ 
on  aura 

La  distance  projetée  p  de  la  comète  à  la  terre  ,  étant  toujours  posi- 
tive ;  cette  équation  fait  voir  que  la  distance  /•  de  la  comète  au 
soleil ,  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  la  distance  i?  du  soleil  à 
la  terre ,  suivant  que  ^'  est  positif  ou  négatif  :  ces  deux  distances 
sont  égales ,  si  y!  —  o. 

On  peut ,  par  l'inspection  seule  d'un  globe  céleste ,  déterminer 
le  signe  de  //  ;  et  par  conséquent,  si  la  comète  est  plus  près  ou  plus 
loin  que  la  terre,  du  soleil.  Pour  cela,  imaginons  un  grand  cercle 
qui  passe  par  deux  positions  géocentriques ,  et  infiniment  voisines 
de  la  comète.  Soit  y  l'inclinaison  de  ce  cercle  à  l'écliptique ,  et  a,  la 
longitude  de  son  nœud  ascendant  ;  on  aura 

tang.  >.sin.  (a. —  k)  —  tang.  9  ; 

d'où  l'on  tire 

c?9.sin.  (*  —  K)  ~  dm. .sin.  9. cos.  ô.cos.  (o.—k)  ; 
en  différentiant  encore ,  on  aura 

\dt)'~dï-(dt)- (^r\dt)-(di)AmzJ 
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dd8,  étant  la  valeur  de  ddQ  ,  qui  auroit  lieu  ,  si  le  mouve- 
ment apparent  de  la  comète  continuoit  clans  le  grand  cercle.  La 
valeur  de  y!  devient  ainsi,  en  y  substituant  pour  d&,  sa,  valeur 
d a. sin.  ê .  cos.  8  ,cos. (a.  —  k) 


gin.  (a. —  h) 


^)-{-dFyrsm-^ 

sin.  ô.cos.  ô.sin.^ —  h) 


.        .       sin.  fa  —  h) 

La  tonction  -—  —  est  constamment  positive  ;  la  valeur  de  f!  est 

szn.  S .  cos.  D  r  ' 

donc  positive  ou  négative ,  suivant  que  —         )  est  <*e 

même  signe  ,  ou  d'un  signe  contraire  à  sin.f.^ — k)  ;  or  ^ — a 
est  égal  à  deux  angles  droits ,  plus  à  la  distance  du  soleil ,  au  noeud 
ascendant  du  grand  cercle  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  y!  sera 
positif  ou  négatif,  suivant  que  dans  une  troisième  position  géo- 
centrique  de  la  comète  ,  infiniment  voisine  des  deux  premières,  la 
comète  s'écartera  du  grand  cercle ,  du  même  côté  où  se  trouve 
le  soleil ,  ou  du  côté  opposé.  Concevons  donc  que  par  deux  posi- 
tions géocentriques  très-voisines  de  la  comète  ,  on  fasse  passer  un 
grand  cercle  de  la  sphère  ;  si  dans  une  troisième  position  géocen- 
trique  consécutive  et  très-voisine  des  deux  premières ,  la  comète 
s'écarte  de  ce  grand  cercle  ,  du  même  côté  que  le  soleil ,  ou  du  côté 
opposé ,  elle  sera  plus  près ,  ou  plus  loin  du  soleil ,  que  la  terre-  elle 
en  sera  également  éloignée,  si  elle  continue  de  paraître  clans  ce 
grand  cercle  ;  ainsi  les  diverses  inflexions  de  sa  route  apparente , 
nous  éclairent  sur  les  variations  de  sa  distance  au  soleil. 

Pour  éliminer  r,  de  l'équation  (5),  et  pour  réduire  cette  équation 
à  ne  renfermer  que  l'inconnue  p  ;  nous  observerons  que  l'on  a 
r*  =  x!l+y*  +  za,  en  substituant  au  lieu  de  x,  y,  z,  leurs  valeurs 
en  p  ,  a.  et  9  ;  on  aura 


r*  =  x'2+y'*+2p.  {V.cos.a+y.sin.a}  ~| — ~  ; 

C0S.2Éi  ' 

4  ;  y  =  R.s\n.^  ;  partant 

+  2-R.p.COS.f^  —  *)  +  R% 


mais  on  a,  x'  =  R.cos.  A  ;  y' =R.sïn.^4  ;  partant 
cos 


Si 


o 
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Si  l'on  carre  les  deux  membres  de  l'équation  •( 5)  mise  sous  cette 
foi'me , 

on  aura ,  en  substituant  au  lieu  de  r*,  sa  valeur , 

équation  dans  laquelle  il  n'y  a  que  p  d'inconnue ,  et  qui  monte  au 
septième  degré  ,  parce  que  le  terme  tout  connu  du  premier  mem- 
bre étant  égal  à  M6 ,  l'équation  entière  est  divisible  par  p.  Ayant 

ainsi  déterminé  p,  on  aura  C^t)  '  au  moyen  aes  équations  (1) 
et  (2).  En  substituant ,  par  exemple,  dans  l'équation  (1)  ,  au  lieu 
—  —  ,  sa  valeur  — ,  donnée  par  l'équation  (  3  )  ;  on  aura 

(£)=-^-{(^)+^-sin-^-a4 

L'équation  (4)  est  souvent  susceptible  de  plusieurs  racines  réelle* 
et  positives  :  en  faisant  passer  son  second  membre  dans  le  premier,, 
et  en  la  divisant  ensuite  par  p ,  son  dernier  terme  sera 

2.JR3.COS.69.  {y/M'  +  O.COS.  (^—ct)}  ; 

ainsi  l'équation  en  p  étant  du  septième  degré  ,  ou  d'un  degré 
impair  ,  elle  aura  au  moins  deux*  racines  réelles  positives ,  si 
^/.'iT  +  S.cos. (*4L.  —  a)  est  positif  -  car  elle  doit  toujours,  par  la 
pâture  du  problême ,  avoir  une  racine  positive ,  et  elle  ne  peut 
alors  avoir  ses  racines  positives,  en  nombre  impair.  Chaque  valeur 
réelle  et  positive  de  p ,  donne  une  section  conique  différente ,  pour 
l'orbite  de  la  comète  ;  on  aura  donc  autant  de  ces  courbes  qui 
satisfont  à  trois  observations  voisines ,  que  p  aura  de  valeurs  réelles 
et  positives  ,  et  pour  déterminer  le  véritable  orbite  de  la  comèl^ 
il  faudra  recourir  à  une  nouvelle  observation. 

valeur  de  p ,  tirée  de  l'équation  (4),  seroit  rigoureuse, 

\   (&*\       (  i]\ 
bl  "'     Tth  \dt?)'      V  dt  )  6t  vdF)  ^toient  exactement  connus  ; 

niais    s  quantités  ne  sont  qu'approchées.  A  la  vérité ,  on  peut  en 
jVIixan.  cél.  Tome  1.  D  d 
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approcher  de  pins  an  plus ,  par  la  méthode  exposée  précédemment, 
en  faisant  usage  d'un  grand  nombre  d'observations,  ce  qui  donne 
l'avantage  de  considérer  d'assez  grands  intervalles  ,  et  de  compen- 
ser les  unes  par  les  autres  ,  les  erreurs  des  observations.  Mais  cette 
méthode  a  l'inconvénient  analytique  d'employer  plus  de  trois 
observations  ,  clans  un  problème  où  trois  suffisent.  On  peut  obvier 
à  cet  inconvénient ,  de  la  manière  suivante ,  et  rendre  notre  solu- 
tion aussi  approchée  que  l'on  voudra ,  en  ne  considérant  que  trois 
observations. 

Pour  cela ,  supposons  que  *  et  9 ,  représentent  la  longitude  et 
la  latitude  géocentrique  de  l'observation  intermédiaire  ;  si  l'on 
substitue  clans  les  équations  (£)  du  n°.  précédent,  au  lieu  de 
x,y,  z,  leurs  valeurs  «.'-fp.cos.*,'  y'  +  p •  sin. « et  p.tang.9;  elles 

donneront  Çj^j,  et  (^j,  en  fonctions  de  p,  *  et  A,  de 

leurs  premières  différences ,  et  des  quantités  connues.  Si  l'on  diffé- 

rentie  ces  fonctions,  on  aura  ^\  et  ^— en  fonctions 

de  ? ,  * ,  9 ,  et  de  leurs  premières  et  secondes  différences.  On  pourra 
en  éliminer  la  seconde  différence  de  P,  au  moyen  de  sa  valeur, 
et  sa  première  différence  ,  au  moyen  de  l'équation  (  2  )  du  n°.  pré- 
cédent. En  continuant  de  différentiel-  successivement ,  les  valeurs 

de  ( d—\ ,  ( th\ ,  et  en  éliminant  les  différences  de  * ,  et  de  9  supé- 
\dtv'  \dt3J' 

rieures  aux  secondes  différences ,  et  toutes  les  différences  de  p  ; 
on  aura  les  valeurs  de  (^j,  ,  &c. ,  ,  (^),  &c. ,  en 

fonctions  de  P,  -,  (£),  «,  (^-)  ;  cela  posé  , 

Soient*,,  *,  *',  les  trois  longitudes  géocentriques  observées  de 
h  comète  ;  9,  ,  9,  9'  ses  trois  latitudes  géocentriques  correspon- 
dantes ;  soit  i  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la  première  de 
la  seconde  observation,  et  i',  celui  des  jours  qui  séparent  H  second 
observation  de  la  troisième  ;  enfin  ,  soit  *  l'arc  que  la  te  n  -  sent 
dans  un  jour ,  par  son  moyen  mouvement  sydéral  ;  on  aux  par  le 
n°.  29 , 
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«  =  «-_ ,.a.(  —  )  +  .  —  +  &c.  : 

V^t/         1.2      \dt'J        1.2.3  \dtV 

Si  l'on  substitue  dans  "ces  séries,  au  lieu  de  ^— V  V&c. 

\dt3J  '  yity 

ld£V'  IrfT*)'  ^eurs  va^eurs  obtenues  par  ce  qui  précède; 

on  aura  quatre  équations  entre  les  cinq  inconnues  p ,  (^jj  i  (j~rj> 

(jît)'  (^f)'  ^es  éqd&ons  serrait  d'autant  plus  exactes,  que  l'on 

aura  considéré  un  plus  grand  nombre  de  termes  dans  ces  séries.  On 

aura  ainsi ,  ,  (^),  et  (~)  ,  en  fonctions  de  f  et  de 

quantités  connues;  et  en  les  substituant  dans  l'équation  (4)  du 
n°.  précédent ,  elle  ne  renfermera  plus  que  l'inconnue  p.  Au  reste  , 
cette  méthode  que  je  n'expose  ici  que  pour  montrer  comment 
on  peut  obtenir  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  p ,  en 
n'employant  que  trois  observations  ,  exigerait  des  calculs  pénibles 
dans  la  pratique  ,  et  il  est  à-la-fois  plus  exact  et  plus  simple  d'en 
considérer  un  plus  grand  nombre ,  par  la  méthode  du  n°.  2g. 

33.  Lorsque  les  valeurs  de  p  et  de  (yj-^j  seront  déterminées, 

pn  aura  celles  de  x,  y,  z,  (ç^jj-,  et  (~dl)>  aU  moyen  ^rs 

'quations 

x—  i  <  os.  ^f  +  />.  cos.tf  ;  y  =  /?.sin.^+p.sin.a  ;  z  =  p.tang.0; 
et  de  L  ors  différentielles  divisées  par  dt, 

Dd  i 
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+- 


du  \ 
Ht) 


cos.2  0 


Les  valeurs  de  et  de  (jjjji  sont  données  par  la  théorie  du 

mouvement  de  la  terre  :  pour  en  faciliter  le  calcul ,  soit  E ,  l'ex- 
centricité de  l'orbite  terrestre ,  et  H  la  longitude  de  son  périhélie  j 
on  a  par  la  nature  du  mouvement  elliptique , 


dA\       lA—  E2  li- 


ât )  ~~      R2       '  i  +  E.cos.^-H/ 

nnent  ^ 
dR\  E.éa.^À—B) 


Ces  deux  équations  donnent  ^ 


/<ZR 


V/i—  £2 

soit  i?'  le  rayon  vecteur  de  la  terre,  correspondant  à  la  longitude  A 
de  cette  planète,  augmentée  d'un  angle  droit  ;  on  aura 

1— E2 


d'où  l'on  tire 


partant 


i—E.ûn.ÇA—H)' 

R —  î  -f  E2 


/cZR\       R'+E2—  i 


R 


\dt  J      R.Vi—  E2 
Si  l'on  néglige  le  quarré  de  l'excentricité  de  l'orbite  terrestre ,  qui 
est  très- petit,  on  aura 


/  R2 


les  valeurs  précédentes  de  et  (^f)  deviendront  aL 
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(^)  =  ^_i;.co,^^  +  ^).co,^P.(^).Sia.., 

(47)  =  ^'-i;-sin-^  +  "^  +  (^)-sill'a  +  p'(9'COS'C'; 

R,  M',  z\A  étant  donnés  immédiatement  par  les  tables  du  soleil, 

(dx\     fdy\  (dz\ 
le  calcul  des  six  quantités  x ,  y,  z,  l  "jr)  >  \  dt  )  et  \~dt)  Seia 

facile,  lorsque  f  et  seront  connus.  On  en  tirera  les  élémens 

de  l'orbite  de  la  comète  ,  de  cette  manière. 

Le  secteur  infiniment  petit ,  que  la  projection  du  rayon  vecteur 
de  la  comète  sur  le  plan  de  l'écliptique,  décrit  durant  l'élément  du 

temps  d  t,  est  X  dy~yAx  ■  et  il  est  visible  que  ce  secteur  est  positif 

ou  négatif,  suivant  que  le  mouvement  de  la  comète  est  direct  ou 

f  dy\  (dx\ 
rétrograde  ;  ainsi  ,  en  formant  la  quantité  x.y-j^J  — y.l  -jj  \  , 

elle  indiquera  par  son  signe  ,  le  sens  du  mouvement  de  la  comète. 

Pour  déterminer  la  position  de  l'orbite  ,  nommons  <p,  son  incli- 
naison à  l'écliptique  ,  et  i"  la  longitude  du  noeud  qui  seroit  ascen- 
dant, si  le  mouvement  de  la  comète  étoit  direct;  nous  aurons 

z  =y  •  cos.  I.  tang.  ?  —  x .  sin.  i~.  tang.  <p. 
Ces  deux  équations  donnent 


tang.  <p  = 

sin  I. 


f  devant  toujours  être  positif  et  moindre  qu'un  angle  droit,  .Cette 
»n  détermine  le  signe  de  sin.       or  la  tangente  de  I,  et 
le       1e  de  son  sinus  étant  déterminés  ,  l'angle  I  est  entièrement 
dé1     line*  Cet  angle  est  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'or- 


2i4  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 
bite  ,  si  le  mouvement  est  direct  ;  mais  il  faut  lui  ajouter  deux 
angles  droits ,  pour  avoir  la  longitude  de  ce  nœud ,  si  le  mou- 
vement est  rétrograde.  Il  seroit  plus  simple  de  ne  considérer  que 
des  mouvemens  directs,  en  faisant  varier  l'inclinaison  p  des  orbites , 
depuis  zéro  jusqu'à  deux  angles  droits  ;  car  il  est  visible  qu'alors  , 
les  mou  vemens  rétrogrades  répondent  à  une  inclinaison  plus  grande 
qu'un  angle  droit.  Dans  ce  cas ,  tang.  <p  est  du  même  signe  que 

x  (^Çj  —  V  '  ce  1U*  détermine  sin.i,  et  par  conséquent  l'an- 
gle I ,  qui  exprime  toujours  la  longitude  du  nœud  ascendant." 

a  et  ea  étant  le  demi -grand  axe  et  l'excentricité  de  l'orbite, 
on  a ,  par  les  nos.  18  et  ig ,  en  y  faisant  m==  1  , 

1   2       /dx\*     I  dy y  /dz\* 

a        ?•        \dt  )       \dt  )       \dt  )  ' 

La  première  de  ces  équations  détermine  le  demi -grand  axe  de 
l'orbite ,  et  la  seconde  détermine  son  excentricité,  Le  signe  de  la 

fonction  X-{^J^'^J'  (^l)^rZ'  ^d~ï)  '  connortre  s^  ^a  comète 
a  déjà  passé  par  son  périhélie  5  car  elle  s'en  approche ,  si  cette  fonc-> 
tion  est  négative  ;  dans  le  cas  contraire  ,  la  comète  s'éloigne  de  ce 
point. 

Soit  T  l'intervalle  de  temps  compris  entre  l'époque  et  le  pas- 
sage de  la  comète  par  le  périhélie  ;  les  deux  premières  des  équa- 
tions (f)  du  n°.  20 ,  donneront ,  en  observant  que  y.  étant  sup- 

_  x 

posé  égal  à  l'unité,  on  a  n=a  % 

r=a,(i — e.cos.u)  ;       T=d1.(u — e.cos.  u). 

La  première  de  ces  équations  donne  l'angle  u,  et  la  seconde  fait 
connoître  T.  Ce  temps  ajouté  ou  retranché  de  l'époque ,  suivant  que 
la  comète  s'approche  ou  s'éloigne  du  périhélie  ,  donne]  1  tstanl 
de  son  passage  par  ce  point.  Les  valeurs  de  x  et  dey ,  déteji  a?  ient 
l'angle  que  la  projection  du  rayon  vecteur  r  fait  avec  l'axe  de  e ,  et 
puisque  l'on  connoît  l'angle  I  formé  par  cet  axe ,  et  par  la  li^  des 


\ 

\ 
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noeuds ,  on  aura  l'angle  que  forme  cette  dernière  ligne  avec  la 
projection  de  r  ;  d'où  l'on  tirera  ,  au  moyen  de  l'inclinaison  ?  de 
l'orbite ,  l'angle  formé  par  la  ligne  des  nœuds  et  par  le  rayon  r. 
Mais  l'angle  u  étant  connu ,  on  aura  ,  au  moyen  de  la  troisième  des 
équations  (/)  du  n°.  20  ,  l'angle  v  que  forme  ce  rayon  ,  avec  la 
ligne  des  absides  ;  on  aura  donc  l'angle  compris  entre  les  deux 
lignes  des  absides  et  des  nœuds  ,  et  par  conséquent ,  la  position  du 
périhélie.  Tous  les  élémens  de  l'orbite  seront  ainsi  déterminés. 

54.  Ces  élémens  sont  donnés  ,  par  ce  qui  précède,  en  fonctions 

de  p  ,  et  des  quantités  connues  5  et  comme  (^f~j  est  donné 

en  p  par  le  n°.  5i  ;  les  élémens  de  l'orbite  seront  fonctions  de  p  et 
de  quantités  connues.  Si  l'un  d'eux  étoit  donné ,  on  auroit  une 
nouvelle  équation,  au  moyen  de  laquelle  on  pourroit  détermi- 
ner p  cette  équation  auroit  un  diviseur  commun  avec  l'équa- 
tion (4)  dun°.  oi  ;  et  en  cherchant  ce  diviseur  par  les  méthodes 
ordinaires  ,  on  parviendroit  à  une  équation  du  premier  degré  en  p  ; 
on  auroit  de  plus,  une  équation  de  condition  entre  les  données 
des  observations ,  et  cette  équatknr  seroit  celle  qui  doit  avoir 
lieu ,  pour  que  l'élément  donné  puisse  appartenir  à  l'orbite  de  la 
comète. 

Appliquons  maintenant ,  cette  considération,  à  la  nature.  Pour 
cela,  nous  observerons  que  les  orbites  des  comètes  sont  des  ellipses 
très-allongées,  qui  se  confondent  sensiblement  avec  une  parabole, 
dans  la  partie  dans  laquelle  ces  astres  sont  visibles  ;  on  peut  donc 

supposer  sans  erreur  sensible  ,  a  —  x> ,  et  par  conséquen  t ,  -  =  o  ; 


l'expression  de  -  du  n°.  précédent ,  donnera  ainsi , 

2       (dx*+  dy*+  dz1) 


0  = 


r  dt1 


p  bstitue  ensuite ,  au  lieu  de  ?  (y!")  C*  leurs 

valf  u  -  rouvées  dans  le  même  n°.  ;  on  aura  après  toutes  les  réduc- 
tion-  et  en  négligeant  le  quarré  de  R' —  1 , 
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+  .2.(^y((x-1).ms.(^-,)-±<p^}  (5, 

(da\    f       ,  COs.fA  —  i  s 

W)  '  {  <R  -  ^  • sm"  ^  -  *; + ~ r—  j +  F  ~  7  < 

en  substituant  dans  celte  équation  ,  au  lieu  de  sa  valeur 


trouvée  dans  le  n°.  3i  ;  en  faisant  ens  uile 


/dz\    /d)\-\  » 

„   /dda\        .  .     .  2'\dt)'[dt)>  ; 

<  tang.  9 .  f  —  J  +  y-',  tang.  9 ,  sin.  f^— * ;  — 


Cos.2  S 


c= 


^\  .  •{—  rir-x;.cos.^-«;j 


on  aura 


et  par  conséquent 

cette  équation  n'est  que  du  sixième  degré ,  et  sous  ce  rapport,  elle 
est  plus  simple  que  l'équation  (4)  du  n°.  5i  ;  mais  elle  est  parti- 
culière à  la  parabole,  au  lieu  que  l'équation  (4)  s'étend  à  +oi 
espèce  de  section  conique. 

55.  On  voit  par  l'analyse  précédente,  que  la  déterr.  nation 
des  orbes  paraboliquea  des  comètes  ,  conduisant  à  plus  d?éq  .itions 
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que  d'inconnues ,  on  peut ,  en  combinant  diversement  ces  équa- 
tions ,  former  autant  de  méthodes  différentes ,  pour  calculer  ces 
orbes.  Examinons  celles  dont  on  doit  attendre  le  plus  de  précision 
dans  les  résultats ,  ou  qui  participent  le  moins  ,  aux  erreurs  des 
observations. 

C'est  principalement  sur  les  valeurs  des  différences  secondes 
/dd*.\       /ddê\  . 

\~d~t*' )  et  \~d~F~)7  ^Ue  C6S  erreurs  ont  une  influence  sensible  ;  en 
effet,  il  faut,  pour  les  déterminer  ,  prendre  les  différences  finies 
des  longitudes  et  des  latitudes  géocentriques  de  la  comète  ,  obser- 
vées dans  un  court  intervalle  de  temps  ;  or  ces  différences  étant 
moindres  que  les  différences  premières ,  les  erreurs  des  observa- 
tions en  sont  une  plus  grande  partie  aliquote  ;  d'ailleurs,  les  for- 
mules du  n°.  29  qui  déterminent ,  par  la  comparaison  des  observa- 

tions,  les  valeurs  de  »,  fl,  (£),  (|)  ,  gjSj  et  donnent 

avec  plus  de  précision ,  les  quatre  premières  de  ces  quantités , 
que  les  deux  dernières  ;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  s'appuyer  le 
moins  qu'il  est  possible ,  sur  les  différences  secondes  de  a.  et  de  S  ; 
et  comme  on  ne  peut  pas  les  rejeter  toutes  deux  à-la-fois  ,  la  mé- 
thode qui  n'emploie  que  la  plus  grande ,  doit  conduire  aux  résul- 
tats les  plus  précis  ;  cela  posé , 

Reprenons  les  équations  trouvées  dans  les  nos.  5i  et  54. 

r*=  ——+2R.p.cos.  (A— *;+-ff',- 

COS.20 

/dda\ 

*\Tt)  2\ir) 


sin.  9 .  cos. 


d  t 


Mécan.  céd.  Tome  1.  E  e 


2  1  S 
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+ 2  •  (4r)  •  i  (R'~ 1  ;  • cos-  (A~ a)  r —  I 

/<fk\    (  cos.f^l  —  et)(       i  s 

Si  l'on  veut  rejeter  on  ne  considérera  que  la  première,  la 

V     7  •   •       fdA  l 

seconde  et  la  quatrième  de  ces  équations  ;  en  éliminant  ^  —  J  ,  cle 

la  dernière ,  au  moyen  de  la  seconde ,  on  formera  une  équation  qui 
délivrée  de  fractions  ,  renfermera  un  terme  multiplié  par  r6  p%  et 
d'autres  termes  affectés  des  puissances  paires  et  impaires  de  p  et  de  k 
Si  l'on  met  dans  un  membre,  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
paires  de  r,  et  dans  l'autre  membre  ,  tous  les  termes  affectés  de  ses 
puissances  impaires,  et  que  l'on  carre  chacun  de  ces  membres,  pour 
n'avoir  que  des  puissances  paires  de  r;  le  terme  multiplié  par  rsp% 
en  produira  un  multiplié  par  r'2  p%-  en  substituant  donc  ,  au  lien 
de  r%  sa  valeur  donnée  par  la  première  des  équations  (L) ,  on 
aura  une  équation  finale  du  seizième  degré  en  p.  Mais  au  lieu 
déformer  cette  équation ,  pour  la  résoudre  ensuite;  il  sera  plus 
simple  de  satisfaire  par  des  essais  ,  aux  trois  équations  précé- 
dentes. 

Si  l'on  veut  rejeter  (ç^j  ;  il  faudra  considérer  la  première,  la 

troisième  et  la  quatrième  des  équations  (L).  Ces  trois  équations 
conduisent  encore  cà.une  équation  finale  du  seizième  degré  en  p; 
et  l'on  peut  facilement  y  satisfaire  par  des  essais. 

Les  deux  méthodes  précédentes  me  paroissent  être  les  plus 
exactes  que  l'on  puisse  employer  clans  la  détermination  des  orbes 
paraboliques  des  comètes;  il  est  même  indispensable  d'y  recourir, 
si  le  mouvement  de  la  comète  en  longitude  ou  en  latitude  ,  est 
insensible  ou  trop  petit ,  pour  que  les  erreurs  des  ob. 
n'altèrent  pas  sensiblement  sa  seconde  différence  :  dans  c  :  iS  ,  il 
faudra  rejeter  celle  des  équations  (L),  qui  contient  cette  d  •  cnce. 
Mais  quoique  dans  ces  méthodes,  on  n'emploie  que  troi*  de  ces 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  II.  su)* 

équations;  cependant,  la  quatrième  est  utile,,  pour  déterminer 
parmi  toutes  les  valeurs  réelles  et  positives  de  p ,  qui  satisfont  au 
système  des  trois  autres  équations,  celle  qui  doit  être  admise. 

56.  Les  élémens  de  l'orbite  d'une  comète,  déterminés  parce 
qui  précède,  seraient  exacts,  si  les  valeurs  de  a,  fl,  et  de  leurs 
premières  et  secondes  différences  ,  étaient  rigoureuses  ;  car  nous 
avons  eu  égard,  d'une  manière  fort  simple,  à  l'excentricité  de 
l'orbe  terrestre  ,  au  moyen  du  rayon  vecteur  R'  de  la  terre  ,  cor- 
respondant à  son  anomalie  vraie ,  augmentée  d'un  angle  droit  ; 
nous  nous  sommes  permis  seulement  de  négliger  le  quarré  de  cette 
excentricité,  comme  une  trop  petite  fraction  ,  pour  que  son  omis- 
sion puisse  influer  sensiblement  sur  les  résultats.  Mais  9 ,  « ,  et 
leurs  différences  ,  sont  toujours  susceptibles  de  quelque  inexac- 
titude ,  soit  à  cause  des  erreurs  des  observations  ,  soit  parce  que 
nous  n'avons  tiré  ces  différences  ,  des  observations ,  que  d'une 
manière  approchée.  Il  est  donc  nécessaire  de  corriger  les  élémens, 
au  moyen  de  trois  observations  éloignées  entre  elles  ,  ce  que  l'pn 
peut  faire  d'une  infinité  de  manières  ;  car  si  l'on  connoit  à-peu- 
près  ,  deux  quantités  relatives  au  mouvement  d'une  comète ,  telles 
que  les  rayons  vecteurs  correspondans  à  deux  observations  ,  ou  la 
position  du  noeud  et  l'inclinaison  de  l'orbite;  en  calculant  les  obser- 
vations, d'abord  avec  ces  quantités  ,  et  ensuite  avec  d'autres  quan- 
tités qui  en  soient  très-peu  différentes  ;  la  loi  des  différences  entre 
les  résultats ,  fera  aisément  contioître  les  corrections  que  ces  quan- 
tités doivent  subir.  Mais  parmi  les  combinaisons,  deux  à  deux  ,  des 
quantités  relatives  au  mouvement  des  comètes  ;  il  en  est  une  qui 
doit  offrir  le  calcul  le  plus  simple ,  et  qui  par  cetle  raison  ,  mérite 
d'être  recherchée  :  il  importe  ,  en  effet ,  dans  un  problême  aussi 
compliqué  ,  d'épargner  au  calculateur  ,  toute  opération  superflue. 
Les  deux  élémens  qui  m'ont  paru  présenter  cet  avantage  ,  sont 
la  distance  périhélie ,  et  l'instant  du  passage  de  la  comète  par  ce 
point  ;  non-seulement,  ils  sont  faciles  à  déduire  des  valeurs  de  p  et 

)  ■  mais  il  est  très-aisé  de  les  corriger  par  les  observations  , 

\fi  / 

sans    ,  e  obligé,  à  chaque  variation  qu'on  leur  fait  subir,  de 
déterminer  les  autres  élémens  correspondans  de  l'orbite. 

Ee  ^ 
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Reprenons  l'équation  trouvée  clans  le  n°.  îg. 

r2      j* .  d  r1 


a.(\  —  e*)  —  2  r- 


a 


dt* 


a.(\  —  e'")  est  le  demi-paramètre  de  la  section  conique  dont  a  est  le 
demi-grand  axe,  et  ea  l'excentricité  ;  dans  la  parabole  ,  où  a  est 
infini,  et  e  égal  à  l'unité  ,  a.(  1  —  e'-1)  est  le  double  de  la  distance 
péribélie  ;  soit  D  cette  distance  :  l'équation  précédente  devient 
relativement  à  cette  courbe  , 

r'dr        ,       ,  id.ï*  .  ,.  /  "\'L 

~~~  est  égal  a  — ; —  ;  en  substituant  au  lieu  de  r  ,  sa  valeur 
dt  °  d?  ' 

p*  ,  ■.  f^R\     n  /dA\ 

2i?p .  cos.(A~-—  a.)  +  if,  et  au  lieu  de  [  —  1  et  de  I  —  1, 
leurs  valeurs  trouvées  dans  le  n°.  55 ,  ou  aura 

+  p.{^'-1;.cos.^-tt;-^^} 

+  p .  M  .  (^Çj .  sin.  (A—  *)  +  R .  (R'  —  î 

Soit  P  ,  cette  quantité  ;  si  elle  est  négative  ,  le  rayon  vecteur  r  Va 
en  diminuant ,  et  par  conséquent ,  la  comète  tend  vers  son  péri- 
liélie  ;  mais  elle  s'en  éloigne,  si  P  est  positif.  On  a  ensuite 

la  distance  angulaire  v  de  la  comète  à  son  périhélie ,  se  détermi- 
nera par  l'équation  polaire  de  la  parabole , 

D 

enfin,  on  aura  le  temps  employé  à  décrire  l'angle  p,  par  îâ  ■  '  • 
du  mouvement  des  comètes.  Ce  temps ,  ajouté  ou  retranché  'I      '  m 
de  l'époque  ,  suivant  que  P  est  négatif  ou  positif,  donnera  1  instant 
du  passage  de  la  comète  par  le  périhélie, 
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5y .  En  rassemblant  ces  divers  résultats  ,  on  aura  la  méthode 
suivante  ,  pour  déterminer  les  orbes  paraboliques  des  comètes. 

Méthode  générale  pour  délermmer  les  orbes  des  comètes. 

Cette  méthode  sera  divisée  eu  deux  parties  ;  dans  la  première  , 
nous  donnerons  le  moyen  d'obtenir  à-peu-près  la  distance  périhélie 
de  la  comète ,  et  l'instant  de  son  passage  au  périhélie  ;  dans  la 
seconde  ,  nous  déterminerons  exactement ,  tous  les  élémens  de 
l'orbite,  en  supposant  ceux-ci  à-peu-près  connus. 

Détermination  approchée  de  la  distance  périhélie  de  la  comète  , 
et  de  l'instant  de  son  passage  au  périhélie. 

On  choisira  trois,  quatre,  ou  cinq,  &c,  observations  de  la  comète, 
également  éloignées  les  unes  des  autres  ,  autant  qu'il  sera  possible; 
on  pourra  embrasser  avec  quatre  observations,  un  intervalle  de  3o°; 
avec  cinq  observations,  un  intervalle  de  56°  ou  4o°;  et  ainsi  du 
reste  ;  mais  il  faudra  toujours  que  l'intervalle  compris  entre  les 
observations ,  soit  d'autant  plus  considérable ,  qu'elles  sont  en  plus 
grand  nombre ,  afin  de  diminuer  l'influence  de  leurs  erreurs  ;  cela 
posé , 

Soient  &c.  ,  les  longitudes  géocentriqnes  Successives 

de  la  comète;  y,  y',  y",  les  latitudes  correspondantes,  ces  latitudes 
étant  supposées  positives  ou  négatives ,  suivant  qu'elles  son  tboréales 
ou  australes.  On  divisera  la  différence  C — C}  par  le  nombre  des 
jours  qui  séparent  la  première,  de  la  seconde  observation  :  on  divi- 
sera pareillement  la  différence  S" — par  le  nombre  de  jours  qui 
séparent  la  seconde,  de  la  troisième  observation  ;  on  diviseraencore 
la  différence  C" — par  le  nombre  des  jotirs  qui  séparent  la  troi- 
sième, de  la  quatrième  observation  ;  et  ainsi  de  suite.  Soient  cTf,  S  C'y 
ces  quotiens. 

'Jn  divisera  la  différence  <r£' — par  le  nombre  des  jours  qui 
séparent  la  première  observation,  de  la  troisième  ;  on  divisera  pa- 
reillement la  différence  SS" — cTé",  par  le  nombre  des  jours  qui 
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séparentla  seconde  observation,  de  la  quatrième;  on  divisera  encore 
la  différence  <?£'" — S  G",  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la- 
troisième  observation,  de  la  cinquième  ;  et  ainsi  de  suite.  Soient 
r-  G,  FC,  FG",  &c. ,  ces  quotiens. 

On  divisera  la  différence  FG' — FG,  par  le  nombre  des  jours  qui 
séparent  la  première  observation,  de  la  quatrième  ;  on  divisera 
pareillement  FG" —  S*G'}  par  le  nombre  des  jours  qui  séparent  la 
seconde  observation ,  de  la  cinquième ,  et  ainsi  de  suite.  Soient 
<rg,  <r3f,  &c. ,  ces  quotiens.  On  continuera  ainsi,  jusqu'à  ce  que 
l'on  parvienne  à  f"~'.£,  n  étant  le  nombre  des  observations  em- 
ployées. 

Cela  fait;  on  prendra  une  époque  moyenne,  ou  à-peu -près 
moyenne  entre  les  instans  des  deux  observations  extrêmes  ,  et  en 
nommant  i,  i',  i",  i'",  &c.  ,  le  nombre  des  jours  dont  elle  précède 
chaque  observation,  i,  i'}  i",  &c. ,  devant  être  supposés  négatifs 
pour  les  observations  antérieures  à  cette  époque;  la  longitude  de 
la  comète ,  après  un  petit  nombre  z  de  jours  comptés  depuis  l'épo- 
que ,  sera  exprimée  par  la  formule  suivante  : 

G—i.ic+ii'.s*e—iïï'.i-  &c. 

+*».{ S*C—  (i+ ■  i'  +  i")  .^G+  (iï  +  il9  +  il'"  +  i'i"  +  i'i"'  +  ï'ï") .  S'^G—  &  c. } . 

Les  coefficiens  de  — S~G,  +£*£,  — f3£,  &c. ,  dans  la  partie  indé- 
pendante de  z,  sont  i°.  le  nombre  i  ;  2°.  le  produit  des  deuxnomr 
bres  i,  et  if j  5°.  le  produit  des  trois  nombres  i,  i',  i",  &c. 

Les  coefficiens  de  —S-'rG,  4-  <T3C,  —  <r4C,  &c. ,  dans  la  partie  multi- 
pliée par  z,  sont  i°.  la  somme  des  deux  nombres  i,  et  j'y  20.  la 
Somme  des  produits  deux  à  deux,  des  trois  nombres  i,  i,  i"  ; 
5°.  la  somme  des  produits  trois  à  trois,  des  quatre  nombres  i,  i', 

Iff     'III  o 

1,1,  &C 

Les  coefficiens  de  —  f'G ,  +  «Hf,  1 —  £SG ,  &c. ,  dans  la  partie  mul- 
tipliée par  z2 ,  sont  i°.  la  somme  des  trais  nombres  i  ,  i',  i" ;  20.  là 
somme  des  produits  deux  à  deux,  des  quatre  nombres  i,  i',  i",  1  ' , 
3°.  la  somme  des  produits  trois  à  trois  ;  des  cinq  nombres  i ,  f. 
i'",  i  ;  &c. 
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Au  lieu  de  former  ces  produits ,  il  est  aussi  simple  de  dévelop- 
per la  fonction 

C+  (z-ij .  h  +  (z-i) .  (z -ï)  .rc+  (z-i) .  (z-ï) .  (z-i") .  P6+  &c. 

en  rejetant  les  puissances  de  z  supérieures  au  quarré ,  ce  qui  don- 
nera la  formule  précédente. 

Si  l'on  opère  d'une  manière  semblable,  sur  les  latitudes  géo- 
centriques  observées  de  la  comète;  sa  latitude  géocentrique ,  après 
le  nombre  z  de  jours  comptés  depuis  l'époque  ,  sera  exprimée  par- 
la formule  (p) ,  en  y  changeant  C  en  y.  Nommons  (q)  ce  que  de- 
vient cette  formule  par  ce  changement  ;  cela  posé , 

a  sera  la  partie  indépendante  de  z  ,  dans  la  formule  (p)  ;  S  sera 
la  partie  indépendante  de  z,  dans  la  formule  (q). 

Eu  réduisant  en  secondes ,  le  coefficient  de  z,  dans  la  formule  (p), 
et  en  retranchant  du  logarithme  tabulaire  de  ce  nombre  de  se- 
condes, le  logarithme  4,o5g462 2  ;  on  aura  le  logarithme  d'an  nom- 
bre que  nous  désignerons  par  a. 

En  réduisant  en  secondes  ,  le  coefficient  de  z',  dans  la  même  for- 
mule ,  et  en  retranchant  du  logarithme  de  ce  nombre  de  secondes , 
le  logarithme  i,g74oi44  ;  on.  aura  le  logarithme  d'un  nombre  que 
nous  désignerons  par  b. 

En  réduisant  pareillement  en  secondes ,  les  coefficiens  de  z  et 
de  z",  dans  la  formule  (g),  et  en  retranchant  respectivement, 
des  logarithmes  de  ces  nombres  de  secondes  ,  les  logarithmes 
4.0094622 ,  et  i,974oi44  ;  on  aura  les  logarithmes  de  deux  nombres 
que  nous  nommerons  h  et  /. 

C'est  de  la  précision  des  valeurs  de  a,  5 ,  h,  l,  que  dépend  l'exac- 
titude de  la  méthode  ;  et  comme  leur  formation  est  très-simple  , 
il  faut  choisir  et,  multiplier  les  observations  ,  de  manière  à  les 
obtenir  avec  toute  la  précision  que  les  observations  compor- 
tent.   Il  est   aisé  de  voir   que   ces  valeurs  ne  sont  que  les 

'/ï'<t\    /d'-tA    /di\       /  d'3  \ 
quantités        j,  ^— J,  et  ^_ j,  que  nous  avons  expri- 

1  ;s  pour  plus  de  simplicité  ,  par  les  lettres  précédentes. 
Si  le  nombre  des  observations  est  impair  ,  on  pourra  fixer 
l'époque  à  l'instant  de  l'observation  moyenne  ;  ce  qui  dispensera 
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de  calculer  les  parties  indépendantes  de  z  ,  dans  les  deux  formules 
précédentes  ;  car  il  est  visible  que  ces  parties  sont  alors  respec- 
tivement égales  à  la  longitude  et  à  la  latitude  de  l'observation 
moyenne. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  valeurs  de  a. ,  a,  b ,  9 ,  h  et  /;  on 
déterminera  la  longitude  du  soleil ,  a  l'instant  que  l'on  a  choisi 
pour  époque  ;  soit.  E  cette  longitude ,  _ft  la  "distance  correspondante 
de  la  terre  au  soleil  ,  et  R'  la  distance  qui  répond  à  E  augmenté 
d'un  angle  droit  ;  on  formera  les  équations  suivantes  ; 

—  2lix. cos  (E  —  ct)  +  R2J  (l) 


(3) 


COS.'ê 

_R.siu.fE  —  a)    C  i         î  ]  bx 

(  la'  .  sin.0  .cos.  6  ~]  \ 

Jt.sin.â.cos.S  f  î  î  ~)   |  ' 

+  \^(e-*)\b?-*  \  ) 

f  .       hx  V  (s\n.(E — a)        '  „  ") 

O  =^  +  aVc*+(^.tangJ  +  — J  +2  y.^-^--^-(Ii'-i).cos.(E-.J^( 

f  „  COS.  (E  cl))  1  2 

—  3ax.{(R'—i).sm.(E—*)+  ^  ' 'j  +  -  -  - . 

Pour  tirer  de  ces  équations ,  les  valeurs  des  inconnues  x  ,  y  et  r  ; 
on  considérera  d'abord  si,  abstraction  faite  du  signe,  b  est  plus 
grand  ou  plus  petit  que  /.  Dans  le  premier  cas ,  on  fera  usage  des 
équations  (  i  )  ,  (2  }  et  (4).  On  formera  une  première  liypotlièse 
pour  x  ,  en  le  supposant  ,  par  exemple  ,  égal  à  l'unité  ;  et  l'on  en 
conclura,  au  moyen  des  équations  (1)  et  (2),  les  valeurs  de  r 
et  de  y.  On  substituera  ensuite,  ces  valeurs  dans  l'équation  (  4  ) ,  et 
si  le  reste  est  nul ,  ce  6era  une  preuve  que  la  valeur  de  x  a  été 
bien  choisie  ;  mais  si  ce  reste  est  négatif,  on  augmentera  la  valeur 
de  x ,  et  on  la  diminuera,  si  le  reste  est  positif,  On  aura  ainsi ,  au 
moyen  d'un  petit  nombre  d'essais,  les  valeurs  dex,j  et  r.  M 
comme  ces  inconnues  peuvent  être  susceptibles  depl  usieurs  valu  a  s 
réelles  et  positives  ;  il  faudra  choisir  celle  qui  satisfait  exactement, 
ou  à-peu-près  à  l'équation  (5). 

Dans 
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Dans  le  second  cas,  c'est-à-dire  ,  si  l'on  a  />é,  on  fera  usage 
fies  équations  (1)  ,  (5)  et  (4),  et  alors,  ce  sera  l'équation  (2) 
qui  servira  de  vérification. 

Ayant  ainsi  les  yaleurs  de  x ,  y  et  /■  ;  on  formera  la  quantité 

P  t=         .{y  +  hx.UngJ}— -Ry.  cos.  (E— a) 

COS.  0 

+  x.  j  — C-R'—  i ) ' cos. (E—u)j—Rax, sin. (E~ a ) 

+  M.(R'—i). 

La  distance  périhélie  D  de-  la  comète ,  sera 

D^r—k'P3} 
le  cosinus  de  son  anomalie  v  sera  donné  par  l'équation 

D 

COS.4  r  v  = —  ; 

?■ 

et  l'on  en  conclura,  par  la  table  du  mouvement  des  comètes,  ïè 
temps  employé  à  parcourir  l'angle  v.  Pour  avoir  l'instant  du  pas- 
sage au  périhélie ,  il  faudra  ajouter  ce  temps  ,  à  l'époque,  si  P  est 
négatif,  et  l'en  soustraire,  si  P  est  positif;  parce  que,  dans  le 
premier  cas  ,  la  comète  s'approche  du  périhélie,  au  lieu  que  dans 
le  second  cas  ,  elle  s'en  éloigne. 

Ayant  ainsi  ,  à-peu-près  ,  la  distance  périhélie  de  la  comète  , 
et  l'instant  de  son  passage  au  périhélie  ;  on  pourra  les  corriger  par 
la  méthode  suivante,  qui  a  l'avantage  d'être  indépendante  de  la 
connoissance  approchée  des  autres  élémens  de  l'orbite. 

Détermination  exacte  des  élémens  de  l'orbite ,  lorsque  l'on  connoit 
à-peu-près  la  distance  périhélie  de  la  comète ,  et  l'instant  de  son 
passage  au  périhélie, 

On  choisira  d'abord  trois  observations  éloignées  de  la  comète  ; 
en  partant  ensuite ,  de  la  distance  périhélie  de  la  comète  ,  et  de 
'"..istant  de  son  passage  au  périhélie  ,  déterminés  par  ce  qui  pré- 
cède ,  on  calculera  les  trois  anomalies  de  la  comète ,  et  les  rayons 
yecteurs  correspondais  aux  instans  des  trois  observations.  Soient 
M£can.  okl.  Tome  I.  Ef 
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v ,  v ',  p"  ces  anomalies ,  celles  qui  précèdent  le  passage  au  périhélie, 
devant  être  supposées  négatives  ;  soient  de  plus  r,  r,  r",  les  rayons 
vecteurs  correspondans  de  la  comète  •  v  —  v ,  v" — v ,  seront  les 
angles  compris  entre  r  et  r  ,  et  entre  r  et  r"  ;  soit  U  le  premier  de 
ces  angles ,  et  V  le  second.  Nommons  encore  a. ,  a,  «",  les  trois 
longitudes  géocentriques  observées  de  la  comète ,  et  rapportées  à 
un  équinoxe  fixe;  S ,  I',  S'',  ses  trois  latitudes  géocentriques  ,  les 
latitudes  australes  devant  être  supposées  négatives;  soient  S,  C,  S", 
ses  trois  longitudes  héliocentriques  correspondantes,  et  ta,  ta',  ta", 
ses  trois  latitudes  héliocentriques.  Enfin,  nommons  E,  E',  E", 
les  trois  longi  Indes  correspondantes  du  soleil;  R,  R',  R",  ses  trois 
dis  lances  au  centre  de  la  terre. 

Concevons  que  la  lettre  S  indique  le  centre  du  soleil  ;  T  celui  de 
la  terre  ;  C,  le  centre  de  la  comète  ,  et  C,  sa  projection  sur  le  plan 
de  l'écliptique.  L'angle  STC  est  la  différence  des  longitudes  géo- 
centriques du  soleil  et  de  la  comète;  en  ajoutant  le  logarithme 
du  cosinus  de  cet  angle,  au  logarithme  du  cosinus  de  la  latitude 
géocentrique  de  la  comète,  on  aura  le  logarithme  du  cosinus  de 
l'angle  STC  ;  on  connoîtra  donc  dans  le  triangle  STC ,  le  côté  ST, 
ou  R;  le  coté  SC  ou  r,  et  l'angle  STC  :  on  aura  ainsi,  par  la 
trigonométrie,  l'angle  CST.  On  aura  ensuite  la  latitude  héliocen- 
trique  ta  de  la  comète,  au  moyen  de  l'équation 

sin.  i  -sin.  CS  T 


L'angle  TSC  est  le  côté  d'un  triangle  sphérique  rectangle  dont 
l'hypoténuse  est  l'angle  TSC,  et  dont  un  des  côtés  est  l'angle  m- 
d'où  l'on  tirera  facilement  l'angle  TSC,  et  par  conséquent  ,  la 
longitude  géocentrique  S  de  la  comète. 

On  aura  de  la  même  manière ,  ta',  C',  ta",  Q"  •  et  les  valeurs  de 
t,  C,  C",  feront  connoître  si  le  mouvement  de  la  comète  est  direct 
ou  rétrograde. 

Si  l'on  imagine  les  deux  arcs  de  latitude  ta  et  ta' ,  réunis  au  pôle 
de  l'écliplique,  ils  y  feront  un  angle  égal  à  C — C  •  et  dan-  2 

triangle  sphérique  formé  par  cet  angle ,  et  par  les  côtés  —  — 
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et  •s-',  7r  étant  la  denri-circonfërence  ,  le  côté  opposé  à  l'angle 

€' — C  sera,  l'angle  au  soleil,  compris  entre  les  deux  rayons  vec- 
teurs r  et  r .  On  le  déterminera  aisément,  par  la  trigonométrie 
sphérique ,  ou  par  la  formule  suivante  : 

sin.'i/^=cos.î^Y5r  +  mf  )  —  cos.5^  (£'  S). COS.  v.  càs.w', 

dans  laquelle  /^représente  cet  angle;  en  sorte  que  si  l'on  nomme 
l'angle  dont  le  sinus  quarré  est  cos.%        —  G).cps,'m  .  COS.  V,  et 
que  l'on  obtiendra  facilement  par  les  tables,  on  aura 

sin.*  i  y^z  00&  .* +± y + ^4) .  cos.  fj* + j  y— ^  ; . 

Si  l'on  nomme  pareillement  l'angle  formé  par  les  deux  rayons 
vecteurs  r  et      on  aura 

sin.1^'  =  cos.  <f^  +  i^M--^';.cos.  f£  W^.fn/^^ffj  ? 

d'  étant  ce  que  devient  lorsque  l'on  y  change  nf  et  S'  dans 
»"  et  e". 

Maintenant,  si  la  distance  périhélie  de  la  comète,  et  l'instant 
du  passage  de  la  comète  au  périhélie,  étoient  exactement  détermi- 
nés ,  et  si  les  observations  étoient  rigoureuses ,  on  auroit 

K=U  ;        V'=U' ; 
mais  comme  cela  n'arrivera  presque  jamais  ,  on  supposera 

m  =  U—  V  ;  m  —  U  —  V. 
Nous  observerons  ici  que  le  calcul  du  triangle  STC ,  donne  pour 
l'angle  CST,  deux  valeurs  différentes:  le  plus  souvent,  la  nature 
du  mouvement  de  la  comète ,  fera  connoître  celle  dont  on  doit  faire 
usage,  sur-tout  si  ces  deux  valeurs  sont  fort  différentes;  car  alors 
l'une  d'elles  placera  la  comète  ,  plus  loin  que  l'autre  ,  de  la  terre , 
et  il  sera  facile  de  j  uger  ,  par  le  mouvement  apparent  de  la  comète , 
à  l'instant  de  l'observation ,  laquelle  doit  être  préférée.  Mais  s'il 
reste  de  l'incertitude  à  cet  égard,  on  pourra  toujours  la  lever,  en 
observant  de  choisir  la  valeur  qui  rend  Vçk  y  peu  différens  de  U 
i  |  de  U'. 

On  fera  ensuite  une  seconde  hypothèse  dans  laquelle ,  en  conser- 
vant le  même  instant  du  passage  par  le  périhélie,  que  ci-dessus, 
on  fera  varier  la  distance  périhélie,  d'une  petite  quantité,  par 

Ff  3 
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exemple ,  de  la  cinquantième  partie  de  sa  valeur  ,  et  l'on  cher-' 
cliera  dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  de  U — V  et  de  U' — y  ; 
soit  alox's 

n==U—y;  n'=U'—P^'. 
Enfin  ,  on  formera  une  troisième  hypothèse  dans  laquelle  ,  en 
conservant  la  même  distance  périhélie,  que  dans  la  première  ,  on 
fera  varier  d'un  demi-jour,  ou  d'un  jour,  plus  ou  moins,  l'ins- 
tant du  passage  par  le  périhélie.  On  cherchei'a  dans  cette  nouvelle 
hypothèse,  les  valeurs  de  U — Pr1  et  de  V — V.  Soit  alors 

p  =  u—  y  ;    p'  =  u'— r?i 

Cela  posé,  si  l'on  nomme  u  le  nombre  par  lequel  on  doit  mul- 
tiplier la  variation  supposée  dans  la  distance  périhélie  ,  pour  avoir 
la  véritable  ,  et  t  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier  la 
variation  supposée  dans  l'instant  du  passage  par  le  périhélie  ,  pour 
avoir  le  véritable  instant-  on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

(m — n  ).u-\-(m  — p  )  .t=  m  ; 
(m — n').u-\-  (m — p').t=  m' ; 

d'où  l'on  tirera  u  et  t,  et  par  conséquent,  la  distance  périhélie 
corrigée ,  et  le  véritable  instant  du  passage  de  la  comète  au  péri- 
hélie. 

Les  corrections  précédentes  supposent  que  les  élémens  déter- 
minés par  la  première  approximation  ,  sont  assez  approchés ,  pour 
traiter  comme  infiniment  petites  ,  leurs  erreurs.  Mais  si  la  seconde 
approximation  ne  paroissoit  pas  encore  suffisante,  on  pourroit 
recourir  à  une  troisième  ,  en  opérant  sur  les  élémens  déjà  corrigés , 
comme  on  l'a  fait  sur  les  premiers  ;  il  faudroit  seulement  avoir 
l'attention  de  leur  faire  subir  de  plus  petites  variations.  Il  suffira 
même  de  calculer  par  ces  élémens  corrigés  ,  les  valeurs  de  U — p?v 
et  de  U' — J^'  i  en  les  désignant  par -M  et  31',  on  les  substituera 
pour  m  et  m,  dans  les  seconds  membres  des  deux  équations  précé- 
dentes ;  on  aura  ainsi  deux  nouvelles  équations  qui  donneront  les 
valeurs  de  u  et  de  t,  relatives  aux  corrections  de  ces  nouveaux 
élémens. 

Ayant  ainsi  la  vraie  distance  périhélie,  et  le  véritable  instant 
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du  passage  de  la  comète  au  périhélie  ;  011  en  conclura  de  cette 
maniéré ,  les  autres  élémens  de  l'orbite. 

Soit  j  la  longitude  du  nœud  qui  seroit  ascendant,  si  le  mouvement 
de  la  comète  étoit  direct,  et  <?  l'inclinaison  de  l'orbite;  on  aura, 
en  comparant  la  première  et  la  dernière  observation, 

tang.'s-.sin.  Q" — tang.  w" ,sm& 

tans.  7  —  —  -  ;  i 

tang. iît. cos. £  — tang.-sr  .  cos.G 

tang.  n" 

tatig.f =7-7: 7, — v 

Comme  on  peut  comparer  ainsi  deux  à  deux,  les  trois  observa- 
tions; il  sera  plus  exact  de  choisir  celles  qui  donnent  aux  frac- 
tions précédentes,  les  plus  grands  numérateurs  et  les  plus  grands 
dénominateurs. 

Tang.y  pouvant  appartenir  également  aux  deux  angles  j  et  it 
j  étantle  plus  petit  des  angles  positifs  auxquels  appartient  sa  valeur; 
pour  déterminer  celui  des  deux  angles  qu'il  faut  choisir,  on  obser- 
vera que  <p  est  positif  et  moindre  qu'un  angle  droit;  et  qu'ainsi 
s'm.(£" — j)  doit  être  du  même  signe  que  tang.  w".  Cette  condition 
déterminera  l'angle^',  et  cet  angle  sera  la  position  du  nœud  ascen- 
dant, si  le  mouvement  de  la  comète  est  direct  ;  mais  si  ce  mouve- 
ment est  rétrograde,  il  faudra  ajouter  deux  angles  droits  à  l'angle  y, 
pour  avoir  la  position  de  ce  nœud. 

L'hypoténuse  du  triangle  sphérique  dont  £" — j  et  -sr"  sont  les 
côtés  ,  est  la  distance  de  la  comète ,  à  son  nœud  ascendant ,  dans  la 
troisième  observation  ;  et  la  différence  entrer"  et  cette  hypoténuse, 
est  l'intervalle  entre  le  nœud  et  le  périhélie ,  compté  sur  l'orbite. 

Si  l'on  veut  donner  à  la  théorie  d'une  comète ,  toute  la  précision 
que  les  observations  comportent  ;  il  faut  l'établir  sur  l'ensemble 
dei  meilleures  observations  ,  ce  que  l'on  pourra  faire  ainsi.  Mar- 
quons d'un  trait ,  de  deux  traits  ,  &c. ,  les  lettres  m,  n,  p  ,  relatives 
à  la  seconde  observation ,  à  la  troisième  ,  &c. ,  comparées  toutes  à 
la  première  observation;  on  formera  les  équations 

(  m  —  n).u  +  (  m  — p  ).t=  m  ; 

(m — n').u  +  (m — p').t  =  m'  ; 

(  m" —  n") .  u  +  (m" — p")  ,t=m"; 
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En  combinant  ensuite  ces  équations,  de  la  manière  la  plus  avan- 
tageuse pour  déterminer  u  et  t,  on  aura  les  corrections  de  la  dis- 
tance périhélie,  et  de  l'instant  du  passage  au  périhélie,  fondées 
sur  l'ensemble  de  ces  observations.  On  en  conclura  les  valeurs  de 
€ ,  C,  C'\  &c. ,  ■ar,       n-",  &c, ,  et  l'on  aura 

tang.  -s-,  f  sin.  Ê'+  sin.S"+  £ic.|  —  sin.  £ .  {tang.  w'-f-tang. <a"-\-  &c  } 

tun  °  7  — *  —  .  .  .  _  j — — — _  _  •  • 

b'J       tang.  w.  |cos.  6'+cos.b"4-&c.} — cos.  C.  {tang.  w'-J-  tang.  -vs"-\-  &c.  J 

tang.  «'4- tang.  ts"-\-  &c. 

tang.  <p  — 


sin.  Ci'  —j)  +  sin.  (C  —  ;')  +  &c. 

58.  Il  existe  un  cas,  à  la  vérité ,  fort  rare  ,  dans  lequel  l'orbite 
d'une  comète  peut  être  déterminée  d'une  manière  rigoureuse  et 
simple  :  c'est  le  cas  oùla  comète  a  été  observée  dans  ses  deux  noeuds. 
La  droite  qui  joint  ses  deux  positions  observées,  passe  alors  par  le 
centre  du  soleil  ,  et  se  confond  avec  la  ligne  des  nœuds.  La  lon- 
gueur de  cette  droite  est  déterminée  par  le  temps  écoulé  entre  les 
deux  observations  ;  en  nommant  T,  ce  temps  réduit  en  décimales 
de  jour,  et  en  désignant  par  c ,  la  droite  dont  il  s'agit,  on  aura  , 
par  le  n°.  27  , 


1 


2   r     f9/, 688724;* 

Soit  maintenant  S  la  longitude  héliocentrique  de  la  comète,  au 
moment  de  la  première  observation  ;  soit  r  son  rayon  vecteur  ; 
p  sa  distance  à  la  terre,  et  a,  sa  longitude  géocentrique.  Soit  encore  R, 
le  rayon  de  l'orbe  terrestre  ,  au  même  instant ,  et  E  la  longitude 
correspondante  du  soleil  ;  on  aura 

r.sin.  £■=  p.  sin. a  —  2?. sin. E  ; 
r.cos.S—  p.  cos.  a — R.cos.E. 

tt-{-£  sera  la  longitude  héliocentrique  delà  comète ,  à  l'instant  de  la 
seconde  observation  ;  et  si  l'on  marque  d'un  trait ,  les  quantités  r, 
a  ,  p,  R  et  jE,  relatives  à  ce  même  instant  -  on  aura 

r'.  sin.  G  =  R'.  sin.  E' —  p'.  sin.  a! 
r  .  cos.  £—  R' ,  cos.  E' —  p' .  cos. 
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Ces  quatre  équations  donnent 

p.s'm.a  —  È.sm.E        p'.sîn.'et'  —  R'.s'm.E' 

tang.  b  =  — ■  =  -  . 

p. cos. a.  —  R.cos.E       p'.cos.a.'  —  K'.cos.E' 

cî'oà  l'on  tire 

,  _RR'  .s\n.(E  —  E')—R.  p. sin.  (a  —  E') 
p.  sin.  (al  —  a)  —  R.sm.  (V — E) 

On  a  ensuite 

(r+  r) .  sin.  C=  p .  sin.  «  —  p'.  sin.  a' —  R.  sin.E  +  Rr.  sin.  £' 
(r+r') .  cos.  <T=  p .  cos.  * — p'.  cos.  a' —     cos.  _E +./?'.  cos. E'. 

En  carrant  ces  deux  équations,  en  les  ajoutant  ensuite,  et  substi- 
tuant c ,  au  lieu  de  r+r',  on  aura 

c*  =  R*—2RR'.  cos.  (E'  —  E)  +  R~* 

+  2P  .  {iî'.cos  (*—  E')—R.  cos.  C*  — £)} 
+  a  p' .  {  R .  cos.  <f  a'— E )—R'.  cos.  («.'—E')  } 

+  p2  —  2|ip,'.COS;(V  —  h  )  +  p'\ 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de  p'sa  valeur  pré- 
cédente en  p ,  on  aura  une  équation  en  p  ,  du  quatrième  degré ,  que 
l'on  pourra  résoudre  par  les  méthodes  connues;  mais  il  sera  plus 
simple  de  supposer  à  p  une  valeur  quelconque,  d'en  conclure  la 
valeur  de  de  substituer  ces  valeurs  de  p  et  de  p'  dans  l'équation 
précédente,  et  de  voir  si  elles  y  satisfont.  Un  petit  nombre  d'essais 
suffira  pour  déterminer  avec  précision,  p  etp'. 

Au  moyen  de  ces  quantités  ,  on  aura  C,  r  et  r'.  Si  l'on  nomme  p 
l'angle  que  le  rayon  r  fait  avec  la  distance  périhélie  que  nous 
désignerons  par  D  ;  tt  —  v  sera  l'angle  formé  par  cette  même  dis- 
tance ,  et  par  le  rayon  r  ;  on  aura  ainsi  par  le  n°.  23, 


ce  qui  donne 


D                   ,  D 
r  =  ;         r  —  


r  r+r 


On  aura  donc  l'anomalie  v  de  la  comète,  à  l'instant  de  la  pre-^ 
mière  observation,  et  sa  distance  périhélie!?,  d'où  il  est  facile 
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de  conclure  la  position  du  périhélie,  et  l'instant  du  passage  de 
la  comète  par  ce  point.  Ainsi,  des  cinq  élémens  de  l'orbite  de  la 
comète,  quatre  sont  connus,  savoir,  la  distance  périhélie,  la 
position  du  périhélie  ,  l'instant  du  passage  de  la  comète  par  ce 
point,  et  la  position  du  nœud.  Il  ne  restera  plus  à  connoître  que 
l'inclinaison  de  l'orbite;  mais  pour  cela,  il  sera  nécessaire  de  re- 
courir à  une  troisième  observation  qui  servira  d'ailleurs  à  choisir 
parmi  les  différentes  racines  réelles  et  positives  de  l'équation  en  p , 
celle  dont  on  doit  faire  usage. 

5g.  La  supposition  du  mouvement  parabolique  des  comètes  , 
n'est  pas  rigoureuse  ;  elle  est  même  infiniment  peu  probable ,  vu 
le  nombre  infini  des  cas  qui  donnent  un  mouvement  elliptique  ou 
hyperbolique ,  relativement  à  ceux  qui  déterminent  le  mouve- 
ment parabolique.  D'ailleurs  ,  une  comète  mue  dans  un  orbe  soit 
parabolique ,  soit  hyperbolique ,  ne  seroit  visible  qu'une  fois  ; 
ainsi ,  l'on  peut  supposer  avec  vraisemblance  ,  que  les  comètes  qui 
décrivent  ces  courbes,  s'il  en  existe  quelques-unes,  ont  depuis  long- 
temps disparu  ;  en  sorte  que  nous  n'observons  aujourd'hui,  que 
cdles  qui ,  mues  dans  des  orbes  rentrans ,  sont  ramenées  sans  cesse , 
h  des  intervalles  plus  ou  moins  grands ,  dans  les  régions  de  l'es- 
pace ,  voisines  du  soleil.  On  pourra  par  la  méthode  suivante  , 
déterminera  quelques  années  près  ,  la  durée  de  leurs  révolutions, 
lorsque  l'on  aura  un  grand  nombre  d'observations  très -précises  , 
avant  et  après  le  passage  au  périhélie. 

Pour  cela,  supposons  que  l'on  ait  quatre  ou  un  plus  grand 
nombre  de  bonnes  observations  qui  embrassent  toute  la  partie  visi- 
ble de  l'orbite  ,  et  que  l'on  ait  déterminé  par  la  méthode  précé- 
dente, la  parabole  qui  satisfait  à-peu-près  ,  à  ces  observations. 
Soient  v ,  v',  v",  v",  &c,  les  anomalies  correspondantes  ;  r,  r,  r", 
f'",  &c. ,  les  rayons  vecteurs  correspondans.  Soit  encore 

</_  v  =  U  ;       p"—  v  =  V  ;       v'"—  v  =  U"  ;      &c.  ; 

cela  posé  ,  on  calculera  par  Ja  méthode  précédente  ,  avec  la  para- 
bole  déjà  trouvée  ,  les  valeurs  de  U ,  U',  U",  &e. ,  V,  V,  V.  S  •  ; 
soit 

rn^U^JTi  m'^y'-F'i  m"=U"-r"}  m'"=U"-]T'"}  &c. 

On 
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On  fera  ensuite  varier  d'une  très-petite  quantité,  la  distance  péri- 
hélie dans  cette  parabole  ;  soit  dans  cette  hypothèse , 

n=U—V;  n'=U'—y-';  n'^U"—^"-  n'"=  U'"—  'jh>>.  &c. 

On  formera  une  troisième  hypothèse  dans  laquelle  ,  en  conser- 
vant la  même  distance  périhélie ,  que  dans  la  première ,  on  fera 
varier  d'une  très-petite  quantité  ,  l'instant  du  passage  par  le  péri- 
hélie ;  soit  alors 

P=U—F;    p'^U'-lT';  p"=U"—jT";  f'^U'"—^'";  &C 

Enfin ,  on  calculera  avec  la  distance  périhélie ,  et  l'instant  du 
passage  de  la  comète  au  périhélie ,  de  la  première  hypothèse  ,  l'an- 
gle v  et  le  rayon  vecteur  r,  en  supposant  l'orbe  elliptique  ,  et  la 
différence  î—e,  de  son  excentricité,  d'avec  l'unité ,  égale  à  une 
très-petite  quantité,  par  exemple,  à  Pour  avoir  la  valeur  de 
l'angle  v  ,  dans  cette  hypothèse ,  il  suffira ,  par  le  n°.  23 ,  d'ajouter 
à  l'anomalie  p ,  calculée  dans  la  parabole  de  la  première  hypothèse, 
un  petit  angle  dont  le  sinus  est 

ïs'(i—  e).taxig.iv.  (4—  5.cos.*^—  G.cos.4^}. 
En  substituant  ensuite  dans  l'équation 

D        Ç       (i-e)  •) 

COS.   j  V       l  2  &     2      J  * 

au  lieu  de  v ,  cette  anomalie  ainsi  calculée  dans  l'ellipse  •  on  aura, 
le  rayon  vecteur  r  ,  correspondant.  On  calculera  de  la  même  ma-» 
nière ,  v\  r',  v",  r",  v'",  r",  &c.  ;  d'où  l'on  tirera  les  valeurs  de 
Z7,  U',  U",  U'",  &c. ,  et  par  le  n°.  57  ,  celles  de  V,  y»%  &c. 
Soit  dans  ce  cas  , 

q=U-K;    q'=.U'-V;    g"=  U"-V       f^fT—Vi  &c. 

Nommons  enfin ,  u  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier  la 
vari  -,tion  supposée  dans  la  distance  périhélie  ,  pour  avoir  la  véri- 
table ;  t  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier  la  variation  sup- 
posée dans  l'instant  du  passage  par  le  périhélie ,  pour  avoir  ce 
Véritable  instant;  et  s  le  nombre  par  lequel  on  doit  multiplier 
MicAiï.  cél.  Tome  I,  G  g 
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la  valeur  supposée  pour  1 —  e,  pour  avoir  la  véritable;  on  formera 
'  les  équations , 

(  m  —  n  )  .  u  +  (  m—p  ).t  +  (  m'—  q)  .S—trt  S 
(m'—Ji)  .  u  +  ( m  —p' )  .t+(rri  —  q')  .s— m'  ; 
(m"  _  n")  .  u  +  (m"  —p")  .  t  +  (m"  —  q")  .  s  =  m"  ; 
(m'"—»'") . u  +  (m"—p"') .  t + (m"'—q"') . s  =  m'"} 
&c. 

On  déterminera ,  au  moyen  de  ces  équations ,  les  valeurs  de  u ,  t ,  s  ; 
d'où  l'on  tirera  la  vraie  distance  périhélie  ,  le  véritable  instant  du 
passage  de  la  comète  au  périhélie,  et  la  vraie  valeur  de  1  —  e< 
SoitZ>,  la  distance  périhélie,  'et  a,  le  demi-grand  axe  de  l'orbite 5 

on  aura  a  =       s  le  temps  de  la  révolution  sydérale  de  la  comète 

sera  exprimé  par  un  nombre  d'années  sydérales ,  égal  à  a%  ou  a 

2 

(ç-—^  1  la  moyenne  distance  du  soleil  à  la  terre  étant  prise  pour 

uni^é.  On  aura  ensuite  par  le  n°.  67  ,  l'inclinaison  de  l'orbite  ,  et  la 
position  du  nœud. 

Quelque  précision  que  l'on  apporte  dans  les  observations ,  elles 
laisseront  toujours  de  l'incertitude  sur  la  durée  de  la  révolution 
des  comètes.  La  méthode  la  plus  exacte  pour  la  déterminer ,  con- 
siste à  comparer  les  observations  d'une  comète ,  dans  deux  révo- 
lutions consécutives  ;  mais  ce  moyen  n'est  praticable  ,  que  lorsque 
la  suite  des  temps  ramène  la  comète  vers  son  périhélie. 
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CHAPITRE  V. 

Méthodes  générales  pour  déterminer  par  des  approxima- 
tions successives ,  les  mouvemens  des  corps  célestes. 

4o.  ]N~ous  n'avons  considéré  clans  la  première  approximation 
des  mouvemens  des  corps  célestes ,  que  les  forces  principales  qui 
les  animent,  et  nous  en  avons  déduit  les  loix  du  mouvement  ellip- 
tique. Nous  aurons  égard ,  dans  les  recherches  suivantes ,  aux 
forces  perturbatrices  de  ce  mouvement.  L'action  de  ces  forces  ne 
fait  qu'ajouter  des  petits  termes,  aux  équations  différentielles  du 
mouvement  elliptique  ,  dont  nous  avons  donné  précédemment  les 
intégrales  finies  :  il  faut  maintenant  déterminer  par  des  approxi- 
mations successives  ,  les  intégrales  des  mêmes  équations  augmen- 
tées des  termes  dûs  à  l'action  des  forces  perturbatrices.  Voici  r 
pour  cet  objet ,  une  méthode  générale ,  quels  que  soient  le  nombre 
et  le  degré  des  équations  différentielles  dont  on  se  propose  de 
trouver  des  intégrales  de  plus  en  plus  approchées. 

Supposons  que  l'on  ait  entre  les  n  variables  y  7  y',  y",  &c, ,  et 
la  variable  t  dont  l'élément  dt  est  regardé  comme  constant,  les  n 
équations  différentielles 

&c. 

P,  Q,  P\  Q',  &c. ,  étant  des  fonctions  de  t,  y,  y',  etc.,  et  de 
leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  i —  1  inclusivement,  et  *  étant  un 
très- petit  coefficient  constant  qui,  dans  la  théorie  des  mouvemens 
célestes ,  est  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  Supposons  ensuite 
que  l'on  ait  les  intégrales  finies  de  ces  équations,  lorsque  Q,  Q',  &c» 

Gg  2 
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sont  nuls  :  en  les  différentiant  chacune,  i — 1  fois  de  suite,  elles 
formeront  avec  leurs  différentielles  ,  in  équations  au  moyen 
desquelles  on  pourra  déterminer ,  par  l'élimination  ,  les  arbitraires 
c,  c',  c",  &c.  ,  en  fonctions  de  t,  y ,  y' i  <y"}  &c  ,  et  de  leurs  diffé- 
rences^ usqu'à  l'ordre  i — 1.  En  désignant  donc  par  V ,  V",  &c, 
ces  fonctions ,  on  aura 

c  =  ^  ;        c'=  V  ;       c"  =  jS»  .  &c. 

Ces  équations  sont  les  in  intégrales  de  l'ordre  i — i  ,  que  les  équa- 
tions différentielles  doivent  avoir ,  et  qui  par  l'élimination  des 
différences  des  variables ,  donnent  leurs  intégrales  finies. 

Maintenant ,  si  l'on  diffé rende  les  intégrales  précédentes  de 
l'ordre  i — i ,  on  aura 

o  =  dV  ;        O^dT^'  }        p^djk",  &c, 
or  il  est  clair  que  ces  dernières  équations  étant  différentielles  de 
l'ordre  i,  sans  renfermer  d'arbitraires  ;  elles  ne  peuvent  être  que 
les  sommes  des  équations 

multipliées  chacune  par  des  facteurs  convenables  ,  pour  que  ces 
sommes  soient  des  différences  exactes;  en  nommant  donc  Fdt, 
F'dt,  &c. ,  les  facteurs  qui  doivent  multiplier  respectivement 
ces  équations,  pour  former  la  suivante  o=  dV }  en  nommant 
pareillement  Hdt,  H'clt,  &c. ,  les  facteurs  qui  doivent  multiplier 
respectivement  les  mêmes  équations,  pour  former  celle-ci  o—dp^'j 
et  ainsi  du  reste;  on  aura 

d^=F.dt.{^  +  p}+F'dt.{%+P'}+^..  , 

ÛF"  =Hdt.  P}  +  H'dt.  [%  +  P'J  +  &* , 

&c. 

F,  F',  &c-,  H,  H',  &c. ,  sont  des  fonctions  de  i,  y,  y,y",  kc.} 
et  de  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  i — i  :  il  est  facile  de  les  déter-^ 
miner,  lorsque  7^,  V\  &c. ,  sont  connus;  car  F  est  évidemment 

d'y 

le  coefficient  de  ~ ,  dans  la  différentielle  de  V }  F'  est  le  coeffi- 
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dent  de  f  dans  la  même  différentielle ,  et  ainsi  de  suite.  Pareil- 
lement, H,  H',  &c.,  sont  les  coefficiens  de  &c. ,  dans 
la  différentielle  de  T'  ;  ainsi,  puisque  l'on  est  supposé  connoître 
les  fonctions  F\  K\  &c.  ;  en  les  différentiant  uniquement  par  rap- 
,   dl~ly  d'-'y' 

P     ft  Itr^'  '  &c-  '  on  aura  les  facteurs  par  lesquels  on  doit 

multiplier  les  équations  différentielles  ,  1» 

d'y  M  d'y' 

pour  avoir  des  différences  exactes  ;  cela  posé  , 
Reprenons  les  équations  différentielles 

Si  l'on  multiplie  la  première  par  Fdt,  la  seconde  par  F'dt,  et 
ainsi  du  reste  ;  on  aura  en  les  ajoutant, 

o  =  dPr+ttdt.  {FQ  +  F'Q'+  &c.}j 
on  aura  de  la  même  manière  , 

o  =  dr'  +  *dt.{HQ  +  H'Q'+  &c.}j 
&c. 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

c  —  ct.fdt.  {FQ  +  F'Q'+  &c.}  =  ^ 
c'—ct.fdû.  {HQ+H'Q'+  &c.}=^; 


&c. 


On  aura  ainsi  in  équations  différentielles  qui  seront  de  la  même 
forme  que  dans  le  cas  où  Q ,  Q',  &c.  ,  sont  nuls  ,  avec  la  seule 
différence  que  les  arbitraires  c,  c',  c",  &c. ,  doivent  être  changées 
dans 

c—u.fdt.  {FQ+F'Q'  +  &c.};c'—*.fdt.  {#Ç  +  J£TQ'+&c.};&c, 
Or  si ,  dans  la  supposition  de  Q ,  Q',  &c. ,  égaux  à  zéro ,  on  élimine 
I  in  intégrales  de  l'ordre  i—  i ,  les  différences  des  variables 
y  >  y,  &c.  ;  on  aura  les  n  intégrales  finies  des  équations  proposées; 
on  aura  donc  ces  mêmes  intégrales,  lorsque  Q,  Q',  &c7  ne  sont 


t 

I 
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pas  nuls  ,  en  changeant  dans  les  premières  intégrales  ,  c  ,  c',  &c. . 
dans  c  —  ct.Jdt.  {FQ  +  &c.};  c'  — «t./tft.  [HQ+  &c.};  &c. 
4l.  Si  les  différentielles 

dT*.  {FQ  +  F'Q'  +  &c.}  ,  rff.{jJQ  +  IT()'+&c.},&c., 
sont  exactes  ;  on  aura  par  la  méthode  précédente  ,  les  intégrales 
finies  des  équations  différentielles  proposées  :  mais  cela  n'a  lieu 
que  dans  quelques  cas  particuliers  ,  dont  le  plus  étendu  et  le  plus 
intéressant  est  celui  dans  lequel  ces  équations  sont  linéaires.  Sup- 
posons ainsi  P,  P',  &c,  fonctions  linéaires  dey,  y',  &c. ,  et  de 
leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  i — 1 ,  sans  aucun  terme  indépen- 
dant de  ces  variables,  et  considérons  d'abord  le  cas  dans  lequel 
Q ,  Q',  &c. ,  sont  nuls.  Les  équations  différentielles  étant  linéaires  , 
leurs  intégrales  successives  seront  pareillement  linéaires,  en  sorte 
que  c  =  V\  c'  —  V ,  &c,  étant  les  in  intégrales  de  l'ordre  i — i, 
des  équations  différentielles  linéaires 


V ,  J^' ,  &c. ,  peuvent  être  supposés  des  fonctions  linéaires  de 
y,  y',  &c, ,  et  de  leurs  différences,  jusqu'à  l'ordre  i — i.  Pour  le 
faire  voir,  supposons  dans  les  expressions  dey  ,  y',  &c. ,  la  cons- 
tante arbitraire  c  égale  à  une  quantité  déterminée,  plus  à  l'indéter- 
minée S~c  ;  la  constante  arbitraire  c  égale  à  une  quantité  détermi- 
née ,  plus  à  l'indéterminée  <f  c',&c.  ;  en  réduisant  ces  expressions  en 
séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  £c , 
tç'.  &c,  on  aura  par  les  formules  du  n°.  21 , 

dY\        ,  (  dY \  „ 

-)+^-Uz)+&c- 


de 


y=zY  +  fc. 

£c>  fd*Y\ 


&c. 


+ 


ÎY' 


de 

ÏC*       /d*Y'\  - 


+  &C. 
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Y',  (^f-J ,  &c.  ,  étant  des  fonctions  de  t ,  sans  arbitraires.  En 

substituant  ces  valeurs ,  dans  les  équations  différentielles  propo- 
sées ,  il  est  clair  que  î-c ,  Je',  &c. ,  étant  indéterminés  ,  les  coeffi- 
ciens  des  premières  puissances  de  chacun  d'eux,  doivent  être  nuls 
dans  ces  diverses  équations  ;  or  ces  équations  étant  linéaires  ,  on 
aura  évidemment  les  termes  affectés  des  premières  puissances  de 

/dY\  /dY'\     t  ,  „ 

<Te,  £c,  &c. ,  en  y  substituant  (  -J^)-^C+  '    0  +  k'  au 

lieu  de  y  ;  (^)-^c  +  (~^),<rc '  +  &c' '  au  lieu  de  &  &c-  Ces 
expressions  de  y  ,  y',  &c. ,  satisfont  donc  séparément  aux  équa- 
tions différentielles  proposées  ;  et  comme  elles  renferment  les  in 
arbitraires  Je,  <Tc',  ckc. ,  elles  en  sont  les  intégrales  complètes.  On 
voit  ainsi  que  les  arbitraires  existent  sous  une  forme  linéaire , 
dans  les  expressions  de  y  ,  y',  &c. ,  et  par  conséquent  aussi,  clans 
leurs  différentielles  ;  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  variables 
y ,  y',  &c. ,  et  leurs  différences ,  peuvent  être  supposées  sous  une 
forme  linéaire ,  dans  les  intégrales  successives  des  équations  diffé- 
rentielles proposées^ 

d'y 

Ti  suit  de-là,  que  F,  F' ,  &c.  ,  étant  les  coefficiens  de  -j— , 

12-,  &C; ,  dans  la  différentielle  de        H,  H',  &c<,  étant  les  coeffi- 

ciens  des  mêmes  différences  ,  dans  la  différentielle  de  V,  et  ainsi 
du  reste  ;  ces  quantités  sont  fonctions  de  la  seule  variable  t.  Par-^ 
tant ,  si  l'on  suppose  Q,  Q',  &c. ,  fonctions  de  t  seul ,  les  diffé- 
rences dt.  {FQ  +  F'Q'+  &c.}  ;  dt.  [HQ  +  H'Q'+  &c.)  ;  &c. , 
seront  exactes^ 

De-là  résulte  un  moyen  simple  d'avoir  les  intégrales  d'un  nom- 
bre quelconque  n  d'équations  différentielles  linéaires  de  l'ordre  i, 
et  qui  renferment  des  termes  quelconques  *Q,  aQ',  &c. ,  fonc- 
tions de  la  seule  variable  t;  lorsque  l'on  sait  intégrer  les  mêmes 
équations  ,  dans  le  cas  où  ces  termes  sont  nuls  ;  car  alors  ,  si  l'on 
différencie  leurs  n  intégrales  finies,  i — l  fois  de  suite,  on  aura 
in  équations  qui  donneront  par  l'élimination,  les  valeurs  des  in 
arbitraires  c ,  c,  &c. ,  en  fonctions  de  t ,  y, y',  &c. ,  et  des  différences 
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de  ces  variables  jusqu'à  l'ordre  i  —  1.  On  formera  ainsi,  les  in 
équations  c  =  V  ;  c=  V ,  &c.  ;  cela  posé ,  F,  F',  &c.  ,  seront  les 

coefficiens  de  -j— f ,  -^1 ,  &c. ,  dans  V;  H,  IF,  &c.  ,  seront 

les  coefficiens  des  mêmes  différences  dans  V,  et  ainsi  du  reste- 
on  aura  donc  les  intégrales  finies  des  équations  différentielles 
linéaires , 

°=Jr+^+a-Q/     °=%+P'+*'Q's  &c, 

en  changeant  dans  les  intégrales  finies  de  ces  équations  privées  de 
Jeurs  derniers  termes  a,Q,  *Q',  &ç.,  les  arbitraires  c,  c,  &c,  dans 
c—ct.fdt.  {FQ  +  F'Q'+  &c.},  c'—*.fdt.  {HQ+H'Q'+  &ç.};  &c, 
Considérons  ,  par  exemple  ,  l'équation  différentielle  linéaire 

d'y 

o  =  j^  +  ay  +  «.Q. 

d'y 

L'intégrale  finie  de  l'équation  o  =  — ~  +  ay ,  esf 

e  c' 
y  =  -.sin.  at  +  —  .cos.  at  ; 
a  a 

c  et  c'  étant  arbitraires.  Cette  intégrale  donne  en  la  différentiant, 

dy 

■—  =  c,cos.  at- — c'.sin. at, 
at 

Si  l'on  combine  cette  différentielle,  avec  l'intégrale  elle-même, 
on  formera  les  deux  intégrales  du  premier  ordre  , 

dy 

c=  ay.^xa,at+  -f.cos.  at: 

■  IV,  dp  * 

c  =ay. cos. at —  -p  sm.  at  j 
ainsi  l'on  aura  dans  ce  cas , 

F=  cos.at  ;       11=  —  sm.atj 
l'intégrale  complète  de  la  proposée ,  sera  donc 

c     ■      j.  ,  c'  .    a-sm.at      '  a. cos.at 

y  ~  ~„ ' Bm,at  +  ~  •  cos-«*—  ./Qdt.  cos.  ai  +  -.fQdt-sin.al. 

a  a  a  a 

Jl  est  facile  d'en  conclure  que  si  Q  est  composé  de  termes  de  la 

forme 
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SU]  » 

forme  X .     '  (mt+  t) ,  chacun  de  ces  termes  produira  dans  la 

valeur  de  y ,  le  terme  correspondant 

K  sin 


77J2  ûs  COS, 


Si  m  est  égal  à  a ,  le  terme  X.^™'  f  £  +  s  ^  produira  dans  y  , 
i°.  le  terme  — T^'eas  (at'^'^),  quittant  compris  dans  les  deux 


c    .  c  , 

termes -.sm. a £-1 — .  cos.  a£  ,  peut  être  néglige  ;  2.  le  terme 


+  fl^Lf.  c.os-  (at+t) }  le  signe  +  ayant  lieu  ,  si  le  terme  de  l'ex- 
""    a  ci  sm. 

pression  de  Q  est  un  sinus ,  et  le  signe  —  ayant  lieu ,  si  ce  terme  est 
un  cosinus.  On  voit  ainsi  comment  l'arc  t  se  produit  hors  des  signes 
sinus  et  cosinus ,  dans  les  valeurs  dey ,  y',  &c. ,  par  les  intégrations 
successives  ,  quoique  les  équations  différentielles  ne  le  renferment 
point  sous  cette  forme.  Il  est  clair  que  cela  aura  lieu ,  toutes  les  fois, 
que  les  fonctions  FQ,  F'Q',  &c. ,  HQ,  H'Q',  &c. ,  renfermeront 
des  termes  constans. 

il.  Si  les  différences  dt.  {i^Q  +  Sœ.}  ,  dt.  {UQ+&C.}  ,  &c, 
ne  sont  pas  exactes  ,  l'analyse  précédente  ne  donnera  point  leurs- 
intégrales  rigoureuses  ;  mais  elle  offre  un  moyen  simple  d'avoir 
des  intégrales  de  plus  en  plus  approchées  ,  lorsque  «est  fort  petit, 
et  lorsque  l'on  a  les  valeurs  de  y,  y',  &c. ,  dans  la  supposition  de  et 
nul.  En  différentiant  ces  valeurs,  i— 1  fois  de  suite,  on  formera 
les  équations  différentielles  de  l'ordre  i — 1, 

6'  =  /^  c'=r'  i  &c. 

Les  coefficiens  de      ,       ,  dans  les  différentielles  de  W,  V ,  &c,  ; 

ci  L       ci  t 

étant  les  valeurs  de  F,  F',  &c,  H,  H',  &c.  ;  on  les  substituera 
dans  les  fonctions  différentielles 

dt.  (FQ  +  F  Q'+  &c.;  /       dt.(HQ  +  H'Q'+&c);  &c. 
Ensuite  ,  on  substituera  dans  ces  fonctions ,  au  lieu  de  y ,  y',  &c, 
leurs  premières  valeurs  approchées  ;  ce  qui  rendra  ces  différences , 
fonctions  de  t,  et  des  arbitraires  c  ,  c',  &c.  Soient  Tdt,  T'dt,  &c, , 
MécAjS.  ces..  Tome  1.  H  h 
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ces  fonctions.  Si  l'on  change  dans  les  premières  valeurs  approchées 
de  y,  y',  &c. ,  les  arbitraires  c,  c',  &c. ,  respectivement  dans 
c — a./Tdt,  c' — a.JT'dt,  &c. ,  on  aura  les  secondes  valeurs  appro- 
chées de  ces  variables. 

On  substituera  de  nouveau,  ces  secondes  valeurs ,  dans  les  fonc- 
tions différentielles 

dt.(FQ+&c);       dl.(HQ+ &ic.)  ;  &c; 

or  il  est  visible  que  ces  fonctions  sont  alors  ce  que  deviennent 
celles-ci,  Tdt,  T'dt,  &c. ,  lorsque  l'on  y  change  les  arbitraires 
c ,  c',  &c. ,  dans  c — a./Tdt,  c' — u./T'dt,  &c.  Soient  donc  T \,T/,  &c, 
ce  que  deviennent  T,  T',  &c. ,  par  ces  changemens  :  on  aura  les 
troisièmes  valeurs  approchées  de  y ,  y',  &c. ,  en  changeant  dans 
les  premières,  c,  c',  &c. ,  respectivement  dans  c  —  a. .  fTr  dt  j 

c'—*.fT;.dt-  &c. 

Nommons  pareillement  Tlt,  T'n  &c. ,  ce  que  deviennent  T,  T',  &c, 
lorsque  Ton  y  change  c,  c',  &c,  dans  c  —  n./T^t,  c' — a./T^dt,  &c.  ! 
on  aura  les  quatrièmes  valeurs  approchées  de  _y,  y',  &c. ,  en  chan- 
geant dans  les  premières  valeurs  approchées  de  ces  variables  , 
c,  c',  &c. ,  dans  c  —  a./T^.dt,  c' — x.fTJ.dt,  &c.  •  et  ainsi  de 
suite. 

Nous  verrons  ci-après ,  que  la  détermination  des  mouvemens 
célestes ,  dépend  presque  toujours  d'équations  différentielles  de  la 
forme 

Q  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  y,  de  sinuâ  et  de 
cosinus  d'angles  croissans  proportionnellement  au  temps  repré^ 
sente  par  t.  Voici  le  moyen  le  plus  facile  d'intégrer  cette  équation. 

On  supposera  d'abord  ,  a  nul ,  et  l'on  aura  par  le  n°.  précédent  t 
une  première  valeur  de^- 

On  substituera  cette  valeur  dans  Q  qui  deviendra  ainsi ,  Une 
fonction  rationnelle  et  entière  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  pro- 
portionnels à  t.  En  intégrant  ensuite ,  l'équation  différentielle ,  on 
aura  une  seconde  valeur  de  y,  approchée  jusqu'aux  quantités  de 
l'ordre  a.  inclusivement. 
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On  substituera  de  nouveau  ,  cette  valeur  dans  Q  ;  et  en  inté- 
grant l'équation  différentielle  ,  on  aura  une  troisième  valeur  ap- 
prochée de  y,  et  ainsi  de  suite. 

Cette  manière  d'intégrer  par  approximation ,  les  équations  diffé- 
rentielles des  mouvemens  célestes  ,  quoique  la  plus  simple  de 
toutes  ,  a  cependant  l'inconvénient  de  donner  dans  les  expressions 
des  variables  y ,  y',  &c. ,  des  arcs  de  cercle  hors  des  signes  sinus 
et  cosinus ,  dans  le  cas  même  où  ces  arcs  n'existent  point  dans  les 
valeurs  rigoureuses  de  ces  variables  ;  on  conçoit  en  effet,  que  si 
ces  valeurs  renieraient  des  sinus  ou  des  cosinus  d'angles  de  l'ordre  at, 
ces  sinus  ou  cosinus  doivent  se  présenter  sous  la  forme  de  séries , 
dans  les  valeurs  approchées  que  l'on  trouve  par  la  méthode  précé- 
dente ;  puisque  ces  dernières  valeurs  sont  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  de  «.  Ce  développement  en  séries ,  des  sinus  et 
cosinus  d'angles  de  l'ordre  «.t,  cesse  d'être  exact,  lorsque  par  la 
suite  des  temps  ,  l'arc  a.  t  devient  considérable  ;  les  valeurs  appro- 
chées de  y ,  y,  &c. ,  ne  peuvent  donc  point  s'étendre  à  un  temps 
illimité.  Comme  il  importe  d'avoir  des  valeurs  qui  embrassent  les 
siècles  passés  et  à  venir  ;  le  retour  des  arcs  de  cercle  que  ren- 
ferment les  valeurs  approchées  ,  aux  fonctions  qui  les  produisent 
par  leur  développement  en  série ,  est  un  problême  délicat ,  et  in- 
téressant d'analyse.  Voici,  pour  le  résoudre ,  une  méthode  géné- 
rale et  fort  simple. 

45.  Considérons  l'équation  différentielle  de  l'ordre  i, 

o  =  g  +  P  +  «.Q; 

«  étant  très-petit  ,  et  P  et  Q  étant  des  fonctions  algébriques  de  y 
dy  iï-'y 

jj.  ~dï^  »  et  "e  Sllius  et  de  cosinus  d'angles  croissans  propor- 
tionnellement à  t.  Supposons  que  l'on  ait  l'intégrale  complète  de 
cette  équation  différentielle ,  dans  le  cas  de  a  =  o ,  et  que  la  valeur 
dey  ,  donnée  par  cette  intégrale  ,  ne  renferme  point  l'arc  t,  hors 
des  signes  sinus  et  cosinus  ;  supposons  ensuite  qu'en  intégrant  cette 
équation  par  la  méthode  précédente  d'approximation,  lorsque  » 
n'est  pas  nul ,  on  ait 

y  —  X+t.r+t*  .Z  +  t\S+  &c. 

H  h  2 
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X,  Y,  Z ,  &e. ,  étant  des  fonctions  périodiques  de  t ,  qui  renfer- 
ment les  i  arbitraires  c,  c',  c",  &c.  ;  et  les  puissances  de  t,  dans 
cette  expression  de  y ,  s'étend  ant  à  l'infini  par  les  approximations 
successives.  Tl  est  visible  que  les  coefîiciens  de  ces  puissances  décroî- 
tront avec  d'autant  plus  de  rapidité  ,  que  a,  sera  plus  petit.  Dans  la 
théorie  des  mouvemens  des  corps  célestes,  a  exprime  l'ordre  des 
forces  perturbatrices  ,  relativement  aux  forces  principales  qui  les 
animent. 

Si  l'on  substitue  la  valeur  précédente  de  y ,  dans  la  fonction 

^|.+p  +  a.Q;  elle  prendra  cette  forme,  k  +  k't  +  k"t*  +  &c.  ; 

k ,  k',  k",  &c. ,  étant  des  fonctions  périodiques  de  t  ;  mais  par  la 
supposition ,  la  valeur  de  y  satisfait  à  l'équation  différentielle 

•^+.*+--<?' 

on  doit  donc  avoir  identiquement  ,■ 

o=  k  +  k't  +  k"t*  +  &c. 

Si  k  ,  k',  kr'\  &c.  ,  n'étoient  pas  nuls,  cette  équation  donneroit,  par 

le  retour  des  suites ,  l'arc  t ,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus 

d'angles  proportionnels  à  t;  en  supposant  donc  a  infiniment  petit , 

on  auroit  t  égal  à  une  fonction  finie  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 

semblables ,  ce  qui  est  impossible  ;  ainsi  les  fonctions  k ,  k',  &c. , 

sont  identiquement  nulles. 

Maintenant ,  si  l'arc  t  n'est  élevé  qu'cà  la  première  puissance , 

sous  les  signes  sinus  et  cosinus  ,  comme  cela  a  lieu  dans  la  théorie 

des  mouvemens  célestes  ,  cet  arc  ne  sera  point  produit  par  les 

différences  successives  de  y  ;  en  substituant  donc  la  valeur  pré- 

*  d'v 
cédente  de  y,  dans  la  fonction      +  P  +  a.  Q,la  fonction  k+k't+8zc, , 

dans  laquelle  elle  se  transforme,  ne  contiendra  l'arc  t,  hors  des 
signes  sin.  et  cos. ,  qu'autant  qu'il  est  déjà  renfermé  dans  y  ;  ainsi  , 
en  changeant  dans  l'expression  de  y,  l'arc  t,  hors  des  signes  pério- 
diques ,  dans  t  —  0 ,  ô  étant  une  constante  quelconque ,  la  fonction 
k  +  k't+  &c. ,  se  changera  dans  k  +  k'.(t — 6)+  &c.  ;  et  puisque 
cette  dernière  fonction  est  identiquement  nulle ,  en  vertu  des  équa- 
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tions  identiques  k  ==  o  ,  &'  =  o;  &c;  il  en  résulte  que  l'expression 

y=X+(t^9).Y+(t  —  6)\Z  +  &&, 
satisfait  encore  à  l'équation  différentielle 

o  =  ^+P  +  *.Ç. 

al' 

Quoique  cette  seconde  valeur  de  y  semble  renfermer  z  +  i  arbi^ 
Iraires  ,  savoir  les  i  arbitraires  c ,  c,  c",  &c. ,  et  l'arbitraire  9  ■  cepen^ 
dant ,  elle  ne  peut  en  contenir  que  le  nombre  i ,  qui  soient  dis- 
tinctes entre  elles.  Il  est  donc  nécessaire  >  que  par  un  changement 
convenable  dans  les  constantes  c ,  c',  c",  &c. ,  l'arbitraire  0  puisse 
disparoître  de  cette  seconde  expression  dey,  et  qu'ainsi ,  elle  coin- 
cide  avec  la  première.  Cette  considération  va  nous  fournir  le 
moyen  d'en  faire  disparoître  les  arcs  de  cercle,  hors  des  signes 
périodiques. 

Donnons  à  la  seconde  expression  de  y ,  la  forme  suivante  ; 
y  =  X+(t  —  Q).R. 
Puisque  nous  Supposons  que  9  disparoît  de  y,  on  aura 
et  par  conséquent , 

?-(f)^(#>.  ' 

En  différentiant  successivement  cette  équation  ,  on  aura 
/  dR\      /ddX\     ,      *,  /ddR\ 

2{^)  =  {lîF)+^-^\-dF)>  ■ 
&c. 

d'où  il  est  facile  de  conclure ,  en  éliminant  R ,  et  ses  différentielles, 
de  l'expression  précédente  de  y , 

v     ,  fdx\    (t--6)*  /ddX\    (t—è)3  /d>X\ 

Xest  fonction  de  t,  et  des  constantes  c ,  c',  c",  &c,  ;  et  comme  ces 
constantes  sont  fonctions  de  9 ,  X  est  une  fonction  de  t  et  de  9 ,  que 
nous  pouvons  représenter  par  q>  (t,  9 ).  L'expression  de  y  est ,  par 
la  formule  (  i  )  du  n°.  ai  ,  le  développement  de  la  fonction 
ç  (t,  9  + 1 — 9  ),  suivant  les  puissances  de  t — 9  ;  on  a  donc  y  =  <p(t,  t)  ; 


■m         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

d'où  il  suit  que  l'on  aura. y  ,  en  changeant  9  en  t,  dans  X.  Le  pro- 
blème se  réduit  ainsi  à,  déterminer  X,  en  fonction  de  t  et  de  9, 
et  par  conséquent,  à  déterminer  c  ,  c',  c",  &c. ,  en  fonctions  de  9, 
Pour  cela ,  reprenons  l'équation 

y  =  X+  (t—  9).Y+(t  —  6)\Z+  (t—  Û)\S+  &c. 
Puisque  la  constante  9  est  supposée  disparaître  de  cette  expression 
de  y  ,  on  aura  l'équation  identique 

m 

En  appliquant  à  cette  équation  ,  le  raisonnement  que  nous  avons 
fait  sur  celle-ci,  o  =k-\-k't-\-k"t*+  &c.  ;  on  voit  que  les  coefhciens 
des  puissances  successives  de  t —  9  ,  doivent  se  réduire  d'eux- 
mêmes  à  zéro.  Les  fonctions  X ,  Y,  Z ,  &c. ,  ne  renferment  9  , 
qu'autant  qu'il  est  contenu  dans  c,  c',  &c.  ;  en  sorte  que  pour  for- 
mer les  différences  partielles  (jf-j  >  ("^7^  »  \57~)  '  '  ^  su®* 
de  faire  varier  c,  c'y  &c.  ,  dans  ces  fonctions,  ce  qui  donne, 

f2\-(ik\  ±+(*S\  i£+(èE\  . 

\dt  J      \dc  )  di^  \dc'J'  di  ^\dc"J'  d»  ^  » 
fdY\—  fdY\  dc  i  idY\  dd     (dY\  dc" 

&c. 

Maintenant ,  il  peut  arriver  que  quelques  -  unes  des  arbitraires 

c ,  c',  c',  &c. ,  multiplient  l'arc  t  dans  les  fonctions  périodiques 

X,  Y,  Z ,  &c.  ;  la  différentiation  de  ces  fonctions  relativement 

à  9 ,  ou  ce  qui  est  la  même  chose  ,  relativement  cà  ces  arbitraires  , 

développera  cet  arc,  et  le  fera  sortir  hors  des  signes  des  fonctions 

/rfx\   fdY\  (dz\ 
périodiques  ;  les  différences  f  —  J  ,  I  —  J  ,  f  —  J ,  &c. ,  seront  alors 


de  cette  forme  : 


^  =  Z'  +  t.Z"j 
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X',  X",  Y ,  Y",  Z',  Z",  &c. ,  étant  des  fonctions  périodiques  de  t, 
et  renfermant  de  plus ,  les  arbitraires  c ,  c',  c",  &c. ,  et  leurs  pre- 
mières différences  divisées  par  d4  ,  différences  qui  n'entrent  dans 
ces  fonctions ,  que  sous  une  forme  linéaire  ;  on  aura  donc 

(^j)=X'  +  »X"+(t-V-X"; 
/dY\ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a)  ,  on  aura 

o  =  Z'+81"-F 

+  (t  —  9).  {Y'  +  S.Y"+X"—2Z} 

+  (t—9)\{Z'  +  9.Z"+Y"—z>S}  +  &c.  ; 

d'où  Ion  tire,  en  égalant  séparément  à  zéro,  les  coefficiens  dos 
puissances  de  t—*-6} 

o  =  X'+9.X*— Y  ; 
o=Y'+9.Y"  +  X"—zZ  ; 
o  =  Z'  +  9.Z"  +  Y°  —  oSs 

&c. 

Si  l'on  différentie  la  première  de  ces  équations ,  1  fois  de  suite , 
par  rapport  à  f,  on  en  tirera  autant  d'équations  entre  les  quan- 
tités c,  c',  c",  &c. ,  et  leurs  premières  différences  divisées  par  d8; 
en  intégrant  ensuite  ces  nouvelles  équations  ,  par  rapport  à  9  ,  on 
aura  ces  constantes  ,  en  fonctions  de  9.  Presque  toujours ,  l'inspec- 
tion seule  de  la  première  des  équations  précédentes ,  suffira  pour 
avoir  les  équations  différentielles  en  c  ,  c' ,  c",  &c. ,  en  com- 
parant séparément  les  coefficiens  des  sinus  et  des  cosinus  qu'elle 
renferme  •  car  il  est  visible  que  les  valeurs  de  c,  c,  &c. ,  étant  in- 
dépendantes de  / ,  les  équations  différentielles  qui  les  déterminent , 
doivent  pareillement  en  être  indépendantes.  La  simplicité  que  cette 
considération  apporte  dans  les  calculs,  est  un  des  principaux  avan- 
tages de  cette  méthode,  Le  plus  souvent ,  ces  équations  ne  seront 
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intégrables  que  par  des  approximations  successives  ,  qui  pourron  t 
introduire  l'arc  6 ,  hors  des  signes  périodiques ,  dans  les  valeurs 
de  c ,  c',  &c. ,  alors  même  que  cet  arc  ne  se  rencontre  point  ainsi 
dans  les.  intégrales  rigoureuses  ;  mais  on  le  fera  disparaître  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer. 

Il  peut  arriver  que  la  première  des  équations  précédentes ,  et 
ses  i — 1  différentielles  en  t,  ne  donnent  point  un  nombre  i  d'équa- 
tions distinctes ,  entre  les  quantités  c ,  c,  c",  &c. ,  et  leurs  diffé- 
rences. Dans  ce  cas ,  il  faudra  recourir  à  la  seconde  équation  et  aux 
suivantes, 

Lorsque  l'on  aura  ainsi  déterminé  les  valeurs  de  c,  c',  c",  &c. , 
en  fonctions  de  9  ;  on  les  substituera  dans  X,  et  en  y  changeant 
ensuite  9  en  t ,  on  aura  la  valeur  de  y ,  sans  arcs  de  cercle ,  hors 
des  signes  périodiques ,  lorsque  cela  est  possible.  Si  cette  valeur 
en  conservoit  enpore,  ce  seroit  une  preuve  qu'ils  existent  dans 
l'intégrale  rigoureuse, 

44.  Considérons  présentement,  un  nombre  quelconque  n 
d'équations  différentielles  , 

P,  Q  ,  P',  Q',  &c. ,  étant  des  fonctions  de  y,  y',  &c,  de  leurs  diffé- 
rentielles ,  jusqu'à  l'ordre  i  — i ,  et.  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
croissans  proportionnellement  à  la  variable  t  dont  la  différence 
est  supposée  constante.  Supposons  que  les  intégrales  approchées  de 
ces  équations  soient 

y=X+t.Y+t\Z  +t\S+  &c.| 
&c. 

X,  Y,  Z ,  &c. ,  X/ ,  Yn  Z/ ,  &c. ,  étant  des  fonctions  périodiques 
de  t,  et  renfermant  les  in  arbitraires  c,  c',  c",  &c.  On  aura  comme 
dans  le  n°.  précédent , 

p  —  X'+6.X"—Yj 
o==  Y'+8.Y"+X"~  zZ- 
o  =  Z'+LZ"  +  Y"—  5Si 
(kc. 
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La  valeur  de  y',  donnera  pareillement ,  des  équations  de  cette 
forme , 

&c. 

Les  valeurs  de  y",  y''',  &c. ,  fourniront  des  équations  semblables. 
On  déterminera  par  ces  diverses  équations,  en  choisissant  les  plus 
simples  et  les  plus  approchées ,  les  valeurs  de  c  ,  c',  c",  en  fonctions 
de  6  :  en  substituant  ces  valeurs  dans  X,  X, ,  &c. ,  et  en  y  chan- 
geant ensuite  &  en  t ,  on  aura  les  valeurs  de  y,  y',  &c. ,  sans  arcs 
de  cercle  hors  des  signes  périodiques  ,  lorsque  cela  est  possible. 

45.  Reprenons  la  méthode  que  nous  avons  exposée  dans  le 
n®.  4o.  Il  en  résulte  que ,  si  au  lieu  de  supposer  les  paramètres 
c,  c',  c",  &c, ,  constans  ,  on  les  fait  varier  en  sorte  que  l'on  ait 
dc=-^*dt.  {FQ  +  F'Q'+  &c.)  • 
dc'=  —  *dt.  {HQ  +  H'Q'+tkc.}; 
&c. 

on  aura  toujours  les  in  intégrales  de  l'ordre  i — i  , 

c  =  V  ;  c'=  K'  ;  c"=  V"  s  &c. 
comme  dans  le  cas  de  a  nul  ;  d'où  il  suit  que  non-seulement  les 
intégrales  finies  ,  mais  encore  toutes  les  équations  dans  lesquelles 
il  n'entrera  que  des  différences  inférieures  à  l'ordre  i ,  conserve- 
ront la  même  forme ,  dans  le  cas  de  a  nul ,  et  dans  celui  de  a. 
quelconque  •  puisque  ces  équations  peuvent  résulter  de  la  compa- 
raison seule  des  intégrales  précédentes ,  de  l'ordre  i — i.  On  pourra 
donc  également ,  dans  ces  deux  cas,  différentier  i — i  fois  de  suite, 
les  intégrales  finies  ,  sans  faire  varier  c,  c',  &c.  ;  et  comme  on  est 
libre  de  faire  varier  tout ,  à-la-fois  ,  il  en  résultera  des  équations  de 
condition  entre  les  paramètres  c ,  c',  &c. ,  et  leurs  différences. 

Dans  les  deux  cas  de  a  nul ,  et  de  a  quelconque ,  les  valeurs  de 
y,y'->  &c-  ?  et  de  leurs  différences  jusqu'à  l'ordre  i — i  inclusive- 
ment, sont  les  mêmes  fonctions  de  t,  et  des  paramètres  c,  c',  c",  &c.  ; 
soit  donc  Y,  une  fonction  quelconque  des  variables  y ,  y',  y",  &c. , 
et  de  leurs  différentielles  inférieures  à  l'ordre  i — i,  et  nommons  T, 
la  fonction  de  t,  dans  laquelle  elle  se  change,  lorsque  l'on  y  subs- 
MicAN.  cél.  Tome  1.  T  i 
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titue ,  au  lieu  de  ces  variables  et  de  leurs  différences ,  leurs  valeurs 
en  t.  On  pourra  diffé rentier  l'équation  Y=T,  en  y  regardant  les 
paramètres  c ,  c',  c",  &c, ,  comme  constans  ;  on  pourra  même  ne 
prendre  que  la  différence  partielle  de  Y,  relativement  à  une  seule 
ou  à  plusieurs  des  variables  y ,  y',  &c. ,  pourvu  que  l'on  ne  fasse 
varier  dans  T,  que  ce  qui  varie  avec  elles.  Dans  toutes  ces  diffé^ 
rentiations ,  les  paramètres  c,  c',  c",  &e. ,  peuvent  toujours  être  traités 
comme  constans  ;  puisqu'en  substituant  pour  y  i  y',  &c. ,  et  leurs 
différences,  leurs  valeurs  en  if,  on  aura  des  équations  identique- 
ment nulles  ,  dans  les  deux  cas  de  a.  nul ,  et  de  a  quelconque. 

Lorsque  les  équations  différentielles  sont  de  l'ordre  i — i ,  il  n'est 
plus  permis ,  en  les  différentiant ,  de  traiter  les  paramètres  c ,  c', 
c",  &c. ,  comme  constans.  Pour  différentier  ces  équations ,  considé^ 
rons  l'équation  <?  =  o ,  <p  étant  une  fonction  différentielle  de  l'ordre 

i  lf  et  qui  renferme  les  paramètres  c,  c',  c",  &c,  :  soit  J>,  la 

différence  de  cette  fonction,  prise  en  regardant  c,  c',  &c, ,  comme 
constans,  ainsi  que  les  différences  d^'y,  dl"y' ,  &c.  Soit  S  le 

coefficient  de  —~  dans  la  différence  entière  de  <p  .'  soit  S' le  coeffi- 

dt'  1 

cient  de  — ~ ,  dans  cette  même  différence ,  et  ainsi  du  reste.  L'équa- 

dt'  ' 

tion  <p  =  o ,  différentiée ,  donnera 

'  dt 


o  —  <!>  +  4 

de 


,dc  +  ^jÇj.dc'  +  tkc! 


d'\        „,  d'y' 

+s-dMs-d^+lkc-i 

dy 


en  substituant  au  lieu  de         ,  sa  valeur  —  dt.  {P  +  *.Q}-}  au 

lieu  de         ,  sa  valeur  —dt.  {P'+*.  Q'},  &c.  ;  on  aura 

dt'  1 

—  dt.{SP+S'P'+&c.}  —  «dt.{SQ  +  S'Q'+  &c.};  (t) 
Dans  la  supposition  de  a.  nul,  les  paramètres  c,  c',  c",  &c. ,  sont 
constans  ;  on  a  ainsi , 
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Si  l'on  substitue  clans  cette  équation ,  au  lieu  de  c,  c',  c",  &c. ,  leurs 
valeurs  V,  t^',  V",  &c.  ;  on  aura  une  équation  différentielle  do 
l'ordre  i — 1 ,  sans  arbitraires  ,  ce  qui  est  impossible  ,  à  moins  que 
cette  équation  ne  soit  identiquement  nulle.  La  fonction 

»1—dt.  {SP  +  S'P'+  &c,} 
devient  donc  identiquement  nulle  ,  en  vertu  des  équations  c  —  f; 
c'  —  &c  ;  et  comme  ces  équations  ont  encore  lieu  ,  lorsque  les 
paramètres  c,  c',  c",  &c. ,  sont  variables  ,  il  est  visible  que  dans 
ce  cas ,  la  fonction  précédente  est  encore  identiquement  nulle  -} 
l'équation  (t)  deviendra  donc 

—  cLdt.  {SQ  +  S'Q'+  &c.};  (*) 
On  voit  ainsi  que  pour  différentier  l'équation  <?  =  o  ,  il  suffit  de 
faire  varier  dans  <p  ,  les  paramètres  c,  c;  &c. ,  et  les  différences 
dl~'y ,  dl~y',  &c. ,  et  de  substituer  après  les  différentiations ,  —  nQr 

d'v  d'v' 

■ — a  Q',  &c. ,  au  lieu  des  quantités  -fy ,  ~-,  &c. 

Ct  t  Ct  l 

Soit  4  =  0,  une  équation  finie  entre  y ,  y',  &c. ,  et  la  variable  t  ; 
si  l'on  désigne  par  <H  ,  <P*4j  &c,  les  différences  successives  de  4 , 
prises  en  regardant  c,  c',  &c. ,  comme  constans  ;  on  aura  par  ce  qui 
précède ,  dans  le  cas  même  où  c ,  c',  &c. ,  sont  variables  ,  les  équa- 
tions suivantes  : 

4  =  o  ;    <M  =  o  ;    <^4=o  if~*4= =©j 

en  changeant  donc  successivement  dans  l'équation  (a:),  la  fonc- 
tion <p  en  4,  <H ,  ^4- ,  &c.  ;  on  aura 

°=(S)-^+(ë)-''c'+&c- 

I  i  i 


s5a         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

Ainsi  les  équations  4^=0,  4'  =  o ,  &c. ,  étant  supposées  être  les  fi 
intégrales  finies  des  équations  différentielles  , 
d'y     „  d'y' 

on  aura  les  in  équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  détermi- 
ner  les  paramètres  c,  c',  c",  &c.  ,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  for- 
mer pour  cela  les  équations  c  =s  V ;  c'  —  V  ;  &c.  ;  mais  lorsque 
les  intégrales  seront  sous  cette  dernière  forme  ,  la  détermination 
de  c ,  c',  &c. ,  sera  plus  simple. 

45.  Cette  méthode  de  faire  varier  les  paramètres,  est  d'une 
grande  utilité  dans  l'analyse  et  dans  ses  applications.  Pour  en  mon- 
trer un  nouvel  usage  ,  considérons  l'équation  différentielle 

dt'  7 

Pétant  fonction  de  t,  y  ,  de  ses  différences  jusqu'à  l'ordre  i — i  i 
et  des  quantités  q ,  q',  &c.  ,  qui  sont  fonctions  de  t.  Supposons  que 
l'on  ait  l'intégrale  finie  de  cette  équation  différentielle ,  dans  la 
supposition  dey,  q',  &c. ,  constans ,  et  représentons  par  <p  =  o, 
cette  intégrale  qui  renfermera  i  arbitraires  c ,  c' ,  &c.  :  désignons 
par  <fp,  <^s0,  <T3  <p ,  &c. ,  les  différences  successives  de  prises  en 
regardant  q  ,  q',  &c. ,  comme  constans  ,  ainsi  que  les  paramètres  c, 
c',  &.c.  Si  l'on  fait  varier  toutes  ces  quantités,  la  différence  dep  sera 

^+(^.).^+(^).^  +  &c.  + 
en  faisant  donc 

S-f  sera  encore  la  première  différence  de  <? ,  dans  le  cas  de  c,  c,  &e.  , 
q  ,  q',  &c,  variables.  Si  l'on  fait  pareillement^ 


fd.S'-H 


o 
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<f4<p,   <Pp  ,  seront  encore  les  différences  secondes,  troi- 
sièmes i]é™°  de  <p  ,  lorsque  e  .  c',  &c.,ç,ç',  &c. ,  sont  supposés 

variables. 

Maintenant,  dans  le  cas  de  c,  P,  &c,  qy  ç',  &c.  |  constans,  l'équa- 
tion différentielle  . 

rZ'v 

est  le  résultat  de  l'élimination  des  paramètres  c,  c,  &c,  au  moyen 
des  équations 

<p  =  o  ;  ^p  =  o;  A=o;  .  ...Ji,'?  =  0; 
ainsi ,  ces  dernières  équations  ayant  encore  lieu  lorsque  q,q',&c., 
'sont  supposés  variables ,  l'équation  <?  =  o ,  satisfait  encore ,  dans 
ce  cas ,  à  l'équation  différentielle  proposée  ,  pourvu  que  les  para- 
mètres c ,  c',  &c. ,  soient  déterminés  au  moyen  des  i  équations 
différentielles  précédentes  -  et  comme  leur  intégration  donne  i  cons- 
tantes arbitraires,  la  fonction  <p  renfermera  ces  arbitraires  ,  et 
l'équation  <?  =  o ,  sera  l'intégrale  complète  de  la  proposée. 

Cette  manière  de  faire  varier  les  arbitraires  ,  peut  être  employée 
avec  avantage  ,  lorsque  les  quantités  g  ,  q',  &c. ,  varient  avec  une 
grande  lenteur  ;  parce  que  cette  considération  rend ,  en  général , 
beaucoup  plus  facile  ,  l'intégration  par  approximation,  des  équa- 
tions différentielles  qui  déterminent  les  paramètres  variables  c, 
e'f  &c. 
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CHAPITRE  VI. 

Seconde  approximation  des  mouvemens  célestes  ,  ou  théorie 
de  leurs  perturhations, 

46.  Appli  quons  maintenant  les  méthodes  précédentes ,  aux 
perturbations  des  mouvemens  célestes ,  pour  en  conclure  les 
expressions  les  plus  simples  ,  de  leurs  inégalités  périodiques  et 
séculaires.  Reprenons  pour  celales  équations  différentielles  (i),  (2) 
et  (  3)  du  n°.  g ,  qui  déterminent  le  mouvement  relatif  de  m  autour 
de  M.  Si  l'on  fait 


R  =  m'.(.rx'  +  yy'+zz')  +  m".  (xx"+yy"+  zz")  +  ^  * 


(x'*'+ y'a+  z'V  (x"*+ y""+  z"*) 

x  étant  par  le  n°.  cité ,  égal  à 


{ (*'-  *;*+  (y'-yT+  (*'-  *T  }  -     { (x"-xT-V  (y"-y?+         } r 

mm" 

_j  [_  g^c>  . 

{ (3e"-x'r+(y"-y' r } *   

Sx  de  plus  ,  on  suppose  M  +  m  =  y.  ;  et  r  =  y  x%  +  y'  +  z'  ; 
r  —  V x'^+y'  +  z"  ;  &c,  on  aura 

ddx     i*..x     I dR\ 

ddz     p.z     (  dR\ 

°  =  lîF+—+{-dï) 

La  somme  de  ces  trois  équations  multipliées  respectivement  par 

dx ,  dj ,  dz  ,  donne  en  l'intégrant , 

dx*+dy*  +  dz*      a«  « 
0  =  fi  __+s+2/dJR/  (Ç) 
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la  différentielle  di?  étant  uniquement  relative  aux  coordonnées 

x,  yi  z,  du  corps  tri ,  et  a  étant  une  Constante  arbitraire  qui, 

lorsque  i?est  nul ,  devient  par  les  nos.  18  et  19  ,  le  demi-grand  axe 

de  l'ellipse  décrite  par  m  autour  de  M. 

Les  équations  (P)  multipliées  respectivement  par  x,y,  z,  et 

ajoutées  à  l'intégrale  (Q)  >  donneront 

# 

Maintenant  ,  on  peut  concevoir  les  masses  perturbatrices  «*' , 
te",  &c. ,  multipliées  par  un  coefficient  «;  et  alors,  la  valeur  de  r 
sera  fonction  du  temps  t  et  de  tt.  Si  l'on  développe  cette  fonction, 
par  rapport  aux  puissances  de  a.;  et  que  l'on  fasse  *  =  1  ,  après  ce 
développement  ;  elle  sera  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et 
aux  produits  des  masses  perturbatrices.  Désignons  parla  caracté- 
ristique <f  placée  devant  une  quantité,  la  différentielle  de  cette  quan- 
tité, prise  par  rapport  à  a,  et  divisée  par  da,  Lorsque  l'on  aura 
déterminé  JV,  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
de  a.  i  on  aura  le  rayon  r,  en  multipliant  cette  suite  par  en 
l'intégrant  ensuite  par  rapport  à  a  ,  et  en  ajoutant  à  cette  intégrale, 
Une  fonction  de  t  indépendante  de  a  ,  fonction  qui  est  évidemment 
la  valeur  de  r  dans  le  cas  où  les  forces  perturbatrices  sont  nulles,  et 
où  le  corps  m  décrit  une  section  conique.  La  détermination  de  r  se 
réduit  donc  à  former  et  à  intégrer  l'équation  différentielle  qui 
détermine  JV. 

Pour  cela,  reprenons  l'équation  différentielle  (H),  et  faisons  , 
pour  plus  de  simplicité  , 


en  la  différentiant  par  rapport  à  a ,  on  aura 

d2.r£r     u-.rS't  ,  «  ^ 

0  =  -^r-+  +  «/«T.  d *  +     rR'  ;  (  S) 


Nommons  dp  l'arc  infiniment  petit  intercepté  entre  les  deux  rayons 
vecteurs  r  et  r+dr;  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  m  autour 
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deitf,sera  V  diA  +  r*dv°;  on  àuttiM»si  dxé+ty'+tiz'^$r+Pàp>i 
et  l'équation  (  Q  )  deviendra 

r'd^+di*  zu 


o 


dt1  r  a 


En  éliminant  -,  de  cette  équation ,  au  moyen  de  l'équation  {R), 


on  aura 


r*dv*       r.ddr     /j.  ■  _t 
+  -  +  r.Ji  ; 


dt'  dt 

d'où  l'on  tire ,  en  différentiant  par  rapport  à  a , 

a1»fo:d'.*v      r.dd.fr—S-r.ddr      3^r/V  , 

 —  5  — - — ■  — . .  \-  r.  à  _ii  —  jx  .àr. 

dt1  dt%  r 

Si  l'on  substitue  dans  cette  équation ,  au  lieu  de  ^ —  sa  valeur 

tirée  de  l'équation  (S)  ,  on  aura 

d.(dr.ïr+  2r.d£r)+  dt*.{3.r£.àR  +  zr.  fR'  +  R'.fr] 
d.£p  =  ■  —  rj  i    \1  ) 

On  pourra  ,  au  moyen  des  équations  {S)  et  (  T) ,  avoir  aussi  exac- 
tement que  l'on  voudra  ,  les  valeurs  de  JV  et  de  JV  ;  mais  on  doit 
observer  que  dp  étant  l'angle  intercepté  entre  les  rayons  retr+dr, 
l'intégrale  v  de  ces  angles  n'est  pas  dans  un  même  plan.  Pour  en 
conclure  la  valeur  de  l'angle  décrit  autour  de  M,  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  r  sur  un  plan  fixe  ,  désignons  par  v,  ce  dernier 
angle  ,  et  nommons  s  la  tangente  de  la  latitude  de  m  au-dessus  de 

ce  plan-,  r.(\  +ss)~~*  sera  l'expression  du  rayon  vecteur  projeté  , 
et  le  quarré  de  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  m  ,  sera 
f.dv*-     ,  r'ds* 

mais  le  quarré  de  cet  élément  est  r2dv*  +  dr*j  on  aura  donc,  en 
égalant  ces  deux  expressions , 


dp,  --- 


\S  1  -\-  ss 

On  déterminera  ainsi  dp, ,  au  moyen  de  dp ,  lorsque  s  sera  connu. 

Si 
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Si  l'on  prend  pour  plan  fixe  ,  le  plan  de  l'orbite  de  m ,  à  une 
d$ 

époque  donnée,  s  et  —  seront  visiblement  de  l'ordre  des  forces 

perturbatrices  ;  en  négligeant  donc  les  quarrés  et  les  produits  de 
ces  forces,  on  aura  v  —  vr  Dans  la  théorie  des  planètes  et  des 
comètes,  on  peut  négliger  ces  quarrés  et  ces  produits  ,  à  l'excep- 
tion de  quelques  termes  de  cet  ordre ,  que  des  circonstances  par-' 
ticulières  rendent  sensibles  ,  et  qu'il  sera  facile  de  déterminer ,  au 
moyen  des  équations  (S)  et  (T).  Ces  dernières  équations  prennent 
une  forme  plus  simple ,  lorsque  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices.  En  effet ,  on  peut  alors  consi- 
dérer JV  et  JV,  comme  les  parties  de  r  et  de  v  dues  à  ces  forces; 
£R  ,  cT.  rR'  sont  ce  que  deviennent  R  et  rR',  lorsque  l'on  y  subs- 
titue au  lieu  des  coordonnées  des  corps ,  leurs  valeurs  relatives 
au  mouvement  elliptique  :  nous  pouvons  les  désigner  par  ces  der- 
nières quantités  assujéties  à  cette  condition.  L'équation  (S)  devient 
ainsi  ? 

o  =  -TT- -  +         +  2  ./d  R  +  r  R'. 

dtM  Ts 

Le  plan  fixe  des  x  et  des  y  étant  supposé  celui  de  l'orbite  de  m , 
à  une  époque  donnée,  z  sera  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  ; 
et  puisque  l'on  néglige  le  quarré  de  ces  forces,  on  pourra  négliger 

la  quantité  z.  I j.  De  plus ,  le  rayon  r  ne  diffère  de  sa  projec- 
tion ,  que  de  quantités  de  l'ordre  z*.  L'angle  que  ce  rayon  fait 
avec  Taxe  des  x ,  ne  diffère  de  sa  projection,  que  de  quantités  du 
même  ordre  ;  cet  angle  peut  donc  être  supposé  égal  à  v ,  et  Foi; 
a  aux  quantités  près  du  même  ordre  , 

x=r-cos.  v  ;  y—r.ûn.v; 

d'où  l'on  tire 

/dR\ 

et  par  conséquent  r.R'  —  r.l—  J.  Il  est  facile  de  s'assurer  parla 

différentiation,quesil'on  néglige  le  quarré  de  la  force  perturbatrice, 
MicAïf.  câii.  Tome  I.  K  k 


X 

r.S~r=— 
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l'équation  différentielle  précédente  donnera  ,  en  vertu  des  deux 
premières  des  équations  (P)  , 

Jydl.  1 2 ./cLff+  ri }-y.fxdt.  j  2  ./d2î  +  r. fcg)  J 

\    dt  J 

Dans  le  second  membre  de  cette  équation  ,  les  coordonnées  peu- 

,,.     .  .  ,  xdy—ydx 

vent  se  rapporter  au  mouvement  elliptique ,  ce  qui  donne  — — — 

constant  et  égal  parle  n°.  19,  à  \^iJ..a(\  —  e'),  ae  étant  l'excen- 
tricité de  l'orbite  de  m.  Si  l'on  substitue  dans  l'expression  de  rJV, 
au  lieu  de  x  et  dey  ,  leurs  valeurs  r.cos.  v ,  et  r.sin.  v  ,  et  au  lieu 

de  la  quantité  \/pa.(i  —  é1)  ;  enfin ,  si  l'on  observe  que 


par  le  n".  20,  p=  n*a3  ;  on  aura 

a . cos. v  ./ n  dt.r.sm.p.  |a./djR+r»r^-^| 
— a»  sin. v.fndt.  r.  cos.v.  I  z.fdR  +  r. 


jix  .  y  1  —  ea 

l'équation  (P)  donne  en  l'intégrant,  et  en  négligeant  le  quarré 
des  forces  perturbatrices  , 

zr.dJr+  dr.ïr    Za  .  „    2a  /<2J?\ 

 1 — .fjudt.AR-\-  —  .J  ndt.rA  —  ) 

^   d'n dt  p  M  \dr/  j  (2^) 

V'i—  ea 

Cette  expression  donnera  facilement  les  perturbations  du  mouve- 
ment de  m  en  longitude ,  lorsque  celles  du  rayon  vecteur  seront 
déterminées. 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du  mouvement  en 

latitude.  Pour  cela ,  nous  reprendrons  la  troisième  des  équations  (P): 

en  l'intégrant  comme  nous  avons  intégré  l'équation  (  S)  ,  et  faisant 

z  —  r  S~s ,  nous  aurons 

1  ,        .        /dR\         ,       I  j  /dR\ 
a.cos.v.fndt.r.sm.v.[  —  — a.sm.v./ndt.r.cos.p.i  —  I 

■   
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J\s  est  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  de  son  orbite  primitive  : 
si  l'on  veut  rapporter  le  mouvement  de  m ,  sur  un  plan  peu  incliné 
à  cette  orbite  ;  en  nommant  s  sa  latitude  ,  lorsqu'il  est  supposé  ne 
point  quitter  le  plan  de  cette  orbite ,  s  +  fs  sera  à  très-peu  près  la 
latitude  de  m,  au-dessus  du  plan  proposé. 

ij.  Les  formules  (X)  ,  (Y)  et  (Z)  ,  ont  l'avantage  de  pré- 
senter sous  une  forme  finie  ,  les  perturbations  :  ce  qui  est  très-utile 
dans  la  théorie  des  comètes ,  dans  laquelle  ces  perturbations  ne 
peuvent  être  déterminées  que  par  des  quadratures.  Mais  le  peu 
d'excentricité  et  d'inclinaison  respective  des  orbites  des  planètes  , 
permet  de  développer  leurs  perturbations ,  en  séries  convergentes 
de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissans  proportionnellement  au 
temps  ,  et  d'en  former  des  tables  qui  peuvent  servir  pour  un  temps 
indéfini.  Alors ,  au  lieu  des  expressions  précédentes  de  JV  et  de  Ss, 
il  est  plus  commode  de  faire  usage  des  équations  différentielles  qui 
déterminent  ces  variables.  En  ordonnant  ces  équations  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons des  orbites ,  on  peut  toujours  réduire  la  détermination  des 
valeurs  de  <JV  et  de  fs ,  à  l'intégration  d'équations  de  la  forme 

équations  dont  nous  avons  donné  les  intégrales  dans  le  n°.  4a. 
Mais  on  peut  donner  immédiatement  cette  forme  très-simple  ,  aux 
équations  différentielles  précédentes ,  par  la  méthode  suivante. 

Reprenons  l'équation  du  n°.  précédent,  en  y  faisant  pour 
abréger , 

elle  devient  ainsi , 

Dans  le  cas  du  mouvement  elliptique,  où  Q  =  o,  r9  est  par  le 
n°.  22,  fonction  de  e.cos.  (nl  +  e  —  >a)  ,  ae  étant  l'excentricité  de 
l'orbite,  et  nt  +  i — -s- étant  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  m. 
£oit  e.cos.  (n  t+i  —  <t?)—u;  et  supposons  r%=ç(u  )  ;  on  aura 

d'u 

Kk  3 
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Dans  le  cas  du  mouvement  troublé ,  nous  pouvons  supposer  en- 
core, ?*~<ç(u)  ;  mais  u  ne  sera  plus  égal  à  e.cos.  (nt  +  t—  m)  y  il 
sera  donné  par  l'équation  différentielle  précédente  augmentée  d'un 
terme  dépendant  des  forces  perturbatrices.  Pour  déterminer  ce 
terme ,  nous  observerons  que  si  l'on  fait  u  —  4  (r*)  ,  on  aura 

4YrV  étant  la  différentielle  de  4  ( >'*)  divisée  par  d.  r* ,  et  4 Y 
étant  la  différentielle  de  4-'(r%)  divisée  par  d.  r\  L'équation  (i?') 
^Z2 .  r2 

donne  égal  à  une  fonction  de  r,  plus  à  une  fonction  dépen- 
dante de  la  force  perturbatrice.  Si  l'on  multiplie  cette  équation,  par 

r'dr- 

2rdr,  et  qu'ensuite  on  l'intègre  \  on  aura        égal  à  une  fonction 

de  r,  plus  à  une  fonction  dépendante  de  la  force  perturbatrice.  En 

d2.r*  r*di°- 

substituant  ces  valeurs  de  -y~  et  de  -77-,  dans-  l'expression  pré- 

cl  t  ci  t 

d2u 

cédente  de  -^-+tzî«;  la  fonction  de  r  ,  indépendante  de  la  force 

perturbatrice ,  disparoîtra  d'elle-même  ,  puisqu'elle  est  identique- 
ment nulle,  lorsque  cette  force  est  nulle  ;  on  aura  donc  la  valeur 

t    ddu  .  .  d*.r* 

de  -j^ — \-n"u,  en  substituant  dans  son  expression,  au  lieu  de  -^-^ 

et  de        ,  les  parties  de  leurs  expressions ,  qui  dépendent  de  la 

force  perturbatrice.  Or,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  parties,  l'équa- 
tion (  R'  )  et  son  intégrale  ,  donnent 


dt* 


dp 


=  —8JQrdr; 


partant 

ddu 


,  -  itu  =  -2Q.  4r  r  *;  -  8 .  4Y^;  .fQ.tdn 
Maintenant,  de  l'équation  u=4(r'),  on  tire  du=nrdr.4'(r,)j 
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celle-ci  ^=$(11),  donne  2  rdr  =  du.<?'(u) ,  et  par  conséquent, 


<f'(u) 

En  différentiant  cette  dernière  équation ,  et  substituant  ?'( u )  au- 

,.      .  ardr 

lieu  de  — — - ,  on  aura 

du, 


p"(u)  étant  égal  à  d']  ^- ,  de  même  que  ?'( u)  est  égal  à  d'-Ju2.  Cela 
au  du 

posé  5  si  l'on  fait 

=  e.cos.  (nt-\-i  —  u, 
l'équation  différentielle  en  u  deviendra 

et  si  l'on  néglige  le  quarré  de  la  force  perturbatrice,  u  pourra  être 
supposé  égal  à  <?.cos.  (nt+i — ta),  dans  les  termes  dépendans 
de  Q< 

La  valeur  de  -  trouvée  dans  le  n°.  û2 ,  donne ,  en  portant  la  pré- 
cision jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  e3  inclusivement  i 

r=a.{i  +  e*—u.(i—le*)—u>—lu3}  s 
d'où  l'on  tire 

r*=  a\  {i  +  aé*—  2u.(i  —  {e")—  u*—u3}  —  ç  (u). 
Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  <?(u),  dans  l'équation  différen- 
tielle en  <Tw ,   et   que  l'on  restitue  au  lieu  de  Q,   sa  valeur 

2./di?  +  r.^— ^,  ete.cos.  (nt+t—  *) }  aulieudew;  on  aura  aux 
quantités  près  de  l'ordre  é% 

d*.£u 


dt- 


—  %.fndt.  Qin.  (nt + 1  —  m') .  [1  +  e.cOs.(nt+  s— *) ] .  |  a  ;/«LR  + J  J, 


I 
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Lorsque  l'on  aura  déterminé  <Tw ,  au  moyen  de  cette  équation  difie- 
rentielle  ;  on  aura  JV,  en  différentiant  l'expression  de  r,  par  rap- 
port à  la  caractéristique  £ ,  ce  qui  donne 

JV=  — a  S~u .  {i+|e2  +  2e.  cos.f  nt+ i — &  )  +  |c" .  cos.(z  nt  -f-  2e — 2^  J> }  « 

Cette  valeur  de  «Tr  donnera  la  valeur  de  JV,  au  moyen  de  la  for- 
mule (  Y)  du  n°.  précédent. 

Tl  nniis  reste  à  déterminer  £  s  or  si  l'on  compare  les  for- 
mules (X)  et  (Z)  du  n°.  précédent,  on  voit  que        se  change 

fdR\  fdR\ 

en  fs,  en  changeant  dans  son  expression ,  a  .JaR  +  r.  \-^~)  en  \  ^~p 

d'où  il  suit  que  pour  avoir  <T.s ,  il  suffit  défaire  ce  changement, 
dans  l'équation  différentielle  en  fu,  et  de  substituer  ensuite  la 
valeur  de  $~u ,  donnée  par  cette  équation ,  et  que  nous  désignerons 
par  £u,  dans  l'expression  de  JV.  On  aura  ainsi, 

dr-Jiî 


o  —  - 


+  n*.ïu' 


■  — .  {  î  +^e*  —  e.cos.( nt+t—™)—le!>.cos.(2nt+-2s—2vr)}  >(-t~  1 


—  ^.Jndt,  ^sm.(nt-)rt — -srj.  {i+e.cos.  (nl-\-i—™)~)  j >0^') 

J\s  =  —  a<JV.  {i-f-|e*+2e«cos. ('ra*+ e—  ^4" l^.cos.Caraf+ae— 2«J}, 

Le  système  des  équations  (X')  ,  (Y),  (Z1)  donnera  d'une  ma- 
nière fort  simple  ,  le  mouvement  troublé  de  m,  en  n'ayant  égard 
qu'àlapremière  puissance  de  la  force  perturbatrice.La  considération 
des  termes  dus  à  cette  puissance,  étant  à  très- peu  près ,  suffisante 
dans  la  théorie  des  planètes  ;  nous  allons  en  tirer  des  formules 
commodes  pour  déterminer  le  mouvement  de  ces  corps. 

48.  Il  est  nécessaire  pour  cela  ,  de  développer  la  fonction  H 
en  série.  Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  de  m  sur  m',  on  a  par  le 
»°.  46, 

m  .(xx'-\- yy'-{- zz  )  m' 


Cette  fonction  est  entièrement  indépendante  de  la  position  du  plan 
des  x  et  des  y  ;  car  le  radical  V  (%' — xX  +  (y' — yT  +  (z' — z)\ 
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-exprimant  la  distance  de  m  à  zra',  il  en  est  indépendant;  la  fonction 
#2 + y*  +  + x"  +y'2 + zH — 2xxr — 2  y  y' — 2zz'  en  est  donc  pareil- 
lement indépendante;  mais  les  carrés  x'+y*  +  z*,  et  x'*+y'*-\-z,s; 
des  rayons  vecteurs ,  ne  dépendent  point  de  cette  position  ;  la  quan- 
tité xx'+yj'  +  zz'  n'en  dépend  donc  pas,  et  par  conséquent  la 
fonction  R  en  est  indépendante.  Supposons  dans  cette  fonction, 

x  =  r .  cos.  v  ;  y  =  r  .  sin.  v  ; 

x'=r'.cos.v'  ;  y'=r'.s'm.p'; 

on  aura 

 tn' .{  tt'  .  cos.  (V — vj+'zz'}  m' 

(/'+  »'*)*  {>— 2rr'.cos.(V— v)+f "+(*'— zf}* 

Les  orbes  des  planètes  étant  presque  circulaires  et  peu  inclinés 
les  uns  aux  autres,  on  peut  choisir  le  plan  des  x  et  des  y ,  de  ma- 
nière que  z  et  z  soient  très-petits.  Dans  ce  cas  ,  r  et  /  diffèrent 
très-peu  des  demi  grands  axes  a  et  a!  des  orbes  elliptiques  ;  nous 
supposerons  donc 

r  =  a.( i  +  u,)  ;       r'  =  a'.(i  +uf)  ; 

u/  et  itf  étant  des  petites  quantités.  Les  angles  p  et  p'  différant  peu 
des  longitudes  moyennes  nt+t,  et  n't  +  i,  nous  supposerons 

p=  nt+i  +  p,  ;       p'  —  n't+t'  +  pj  ; 
v,  et  v'  étant  des  angles  peu  considérables.  Ainsi ,  en  réduisant  R 
dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  unvn  -s ,  u'n  v't  et  z'j  cette  série  sera  fort  convergente. 
Soit 

—  .cos.  (n't — nt-\-i — i  ) — {a* — 2.  aa'  .cos.  (  rit — nt+i' — s^  +  a'2}-* 

=  i.  yrft")  +  ^'K  cos.  (rit—nt+  i'—  £  ;  +  ^a>.  cos.  2  (rit— nt+ 1—  %) 
4-^<3>i  cos.  3  *)\  &c.  ; 

on  peut  donner  à  cette  série ,  la  forme    s.  A^l\  cos.i( n't—nt+i'  i), 

la  caractéristique  s  des  intégrales  finies ,  étant  relative  au  nom- 
bre i,  et  devant  s'étendre  à  tous  les  nombres  entiers  depuis  i  —  —  00 , 
jusqu'à  i  =  oo;  la  valeur  i  =  o  étant  comprise  dans  ce  nombre 
infini  de  valeurs  :  mais  alors  ,  il  faut  observer  que  ^~i'>  =  A('i\ 
Cette  forme  a  l'avantage  de  servir  à  exprimer  d'une  manière  fort 
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simple ,  non-seulement  la  série  précédente  ,  mais  encore  le  pro-^ 
duit  de  cette  série ,  par  le  sinus  ou  le  cosinus  d'un  angle  quel- 
conque ft+v  ;  car  il  est  facile  de  voir  que  ce  produit'est  égal  à 

Cette  propriété  nous  fournira  des  expressions  très-commodes  des 
perturbations  du  mouvement  des  planètes.  Soit  pareillement 


2 

V2  1  2 


{a1 —  2  aa'.cos.  (  n't — nt+i —  sj)  +  #'a} 
=    s. 2?W. cos. i (n't —  nt+* —  *)  ; 

2?(~*>  étant  égal  à  B^.  Cela  posé ,  on  aura  par  les  théorèmes  du 
n°.  2  l  , 


R  =    —  .S.^W.cos.  i(n't  —  nt+t  —  t) 


m'  /<M»\  . ,  ,  ,  4 

+  — .s. a.  — —  l.cos. £ — rç£+s  — 
2  \  da  J 

m'    ,      .  /dirn 
4  .u/ A —p J. cos, i(n  t—>nt+t  — i) 

,  .  (  v',  —  vj.z.i       .  sin.  i  (n't—'  nt+t' —  0 

m'  ,  fddA^\         ...        s  .  ,  \ 

H — .«/.s. a  .  —  l.cos.       £ — — *) 

4  \  da*  J 

+  -,!i«,'.2,aa  .    ,    ,  ,  ).cos.i(>£ — nt+i  —  t) 
a  \dada J 

»,*f  2 •  a"'(^da^  )* COS'  *  ^ "  f — "  *+  *' —  ^ 

m'  /dA&\    .  ,  ,  . 

w  .(i>,  -~ vj.u^-z.ia.l  —z-r  \.sm.i(n  t-r-nt+i  — s,/ 

— .  (V/—  *»  J .  uf .  s  •  ici .(       j  •  sin.  i  (n't  —  n  t  +  0 

_    .         P/)\z.i\^.cos.i(  n't—  n  t + t) 
4  ' 

m  ,zz'      'Sm'az*  ,  ;.   /  ■. 

4  ;  . — .  cos.  (n  t —  nt+t  —  i) 

'     a'3  a  a* 

m'.(z'-zr . s . ^(0 . cos.  i  (n't —nt+i'—t) 

4  ' 

Si 
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Si  l'on,  substitue  dans  cette  expression  de  R,  au  lieu  de  un  uj 
v, ,  z  et  z',  leurs  valeurs  relatives  au  mouvement  elliptique  , 
valeurs  qui  sont  fonctions  de  sinus  et  de  cosinus  des  angles  ntJc<-, 
n't+i',  et  de  leurs  multiples;  R  sera  exprimé  par  une  suite  infinie 
de  cosinus  de  la  forme  m'k .  cos.  (i'n't —  in  t+.^i),  i  et  i'  étant 
des  nombres  entiers. 

Il  est  visible  que  l'action  des  corps  m",  m'",  &c.  sur  m ,  produira 
dans  R,  des  termes  analogues  à  ceux  qui  résultent  de  l'action 
de  m,  et  que  l'on  obtiendra  ,  en  changeant  clans  l'expression  pré- 
cédente de  R ,  tout  ce  qui  est  relatif  à  m',  dans  les  mêmes  quanti- 
tés relatives  à  m",  m",  &c. 

Considérons  un  terme  quelconque,  m'k. cos.  (i'n't  —  int  +  ^dt) 
de  l'expression  de  R.  Si  les  orbites  étoient  circulaires,  et  dans  un 
même  plan  ,  on  auroit  i '  =  i  ;  donc  i'  ne  peut  surpasser  t ,  ou  en 
être  surpassé  ,  qu'au  moyen  des  sinus  ou  des  cosinus  des  expres- 
sions de  ut ,  V, ,  z ,  u',  v',  z1,  qui  en  se  combinant  avec  les  sinus  et 
les  cosinus  de  l'angle  n't — nt+t' — s,  et  de  ses  multiples,  produi- 
sent des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  dans  lesquels  i'  est  différent 
de  i. 

Si  l'on  regarde  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites , 
comme  des  quantités  très-petites  du  premier  ordre  ;  il  résulte  des 
formules  du  n°.  22  ,  que  dans  les  expressions  de  un  vt ,  z  ou  rs, 
s  étant  la  tangente  de  la  latitude  de  m ,  le  coefficient  du  sinus  ou  du 
cosinus  d'un  angle  tel  que  f.  (nt-\-s),  est  exprimé  par  une  série 
dont  le  premier  terme  est  de  l'ordre le  second  terme  ,  de  l'ordre 
f+2-  le  troisième  terme,  de  l'ordre  f+  4;  et  ainsi  de  suite.  Il 
en  est  de  même  du  coefficient  du  sinus  ou  du  cosinus  de  l'angle 
f .  (nrt+tr),  dans  les  expressions  de  u'n  v'n  z  .  Il  suit  de-là  que  i  et  i' 
étant  supposés  positifs,  et  ff  plus  grand  que  i  ;  le  coefficient  &,  dans 
le  terme  m'k.  cos,.  (i'n't — int-\-^4),  est  de  l'ordre  i' — i,  et  que 
dans  la  série  qui  l'exprime  ,  le  premier  terme  est  de  l'ordre  i' —  i  , 
le  second  terme  est  de  l'ordre  ï — i-^2  ,  et  ainsi  de  suite  ;  en  sorte 
que  cette  série  est  fort  convergente.  Si  i  étoit  plus  grand  que  i', 
les  termes  de  la  série  seroient  successivement  des  ordres  i  —  i', 
i — i'  +  2 ,  &c. 

Nommons  nr  la  longitude  du  périhélie  de  l'orbite  de  m ,  et  0 
JVLÉCAN,  cil,.  Tome  I.  L 1 
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celle  de  son  nœud  ;  nommons  pareillement  ^  la  longitude  du  péri- 
hélie de  l'orbite  de  m\  et  S'  celle  de  son  nœud  ;  ces  longitudes  étant 
comptées  sur  un  plan  très-peu  incliné  à  celui  des  orbites.  Il  résulte 
des  formules  du  n°.  22,  que  dans  les  expressions  de  ut ,  v,  et  z, 
l'angle  nt-\-t  est  toujours  accompagné  de  —tu  ,  ou  de  — 9  ;  et  que 
dans  les  expressions  de  u/,  p/  et  z  ,  l'angle  n't  +  i'  est  toujours 
accompagné  de  —  «f,  ou  de  —  9'  ■  d'où  il  suit  que  le  terme 
ni  k. cos. ( i'n't —  int+^4)  est  de  cette  forme  , 

m!  Je .  cos.  (i'n't — int+i'i  ' —  il  —  gœ — g'™' —  g"Q  —  g"'&')  > 
g,  g,  g",  g"  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  ,  et  tels 
que  l'on  a 

O  =  i'—  i—g—g'—g"—gr". 

Cela  résulte  encore  de  ce  que  la  valeur  de  R  et  ses  différens  termes 
sont  indépendants  de  la  position  de  la  droite  d'où  l'on  compte  les 
longitudes.  De  plus,  dans  les  formules  du  n°.  22  ,  le  coefficient 
du  sinus  et  du  cosinus  de  l'angle  -sr,  a  toujours  pour  facteur ,  l'ex- 
centricité e  de  l'orbite  de  m;  le  coefficient  du  sinus  et  du  cosinus  de 
l'angle  2 vr,  a  pour  facteur,  le  quarré  e2,  de  cette  excentricité,  et 
ainsi  de  suite.  Pareillement ,  le  coefficient  du  sinus  et  du  cosinus 
de  l'angle  9 ,  a  pour  facteur  tang.  ~<p ,  ?  étant  l'inclinaison  de  l'orbite 
de  m  sur  le  plan  fixe.  Le  coefficient  du  sinus  et  du  cosinus  de 
l'angle  2  9 ,  a  pour  facteur  tang.2  £  <p ,  et  ainsi  du  reste  ;  d'où  il  résulte 
que  le  coefficient  k  apour  facteur,  es.e'g'  Aang.e" (~<f>)Aa.ng.g/"  (jip')f 
les  nombres  g,  g,  g",  g"'  étant  pris  positivement  dans  les  exposans 
de  ce  facteur.  Si  tous  ces  nombres  sont  positifs  en  eux-mêmes  ,  ce 
facteur  sera  de  l'ordre  i' —  i ,  en  vertu  de  l'équation 
0  =  1  —  1—  g—  g—  g  —  g  3 

mais  si  l'un  d'eux  ,  tel  que  g-,  est  négatif  et  égal  à  — "g"?  ce  facteur 
sera  de  l'ordre  i' —  i+  2g.  En  ne  conservant  donc ,  parmi  les  termes 
de  R,  que  ceux  qui  dépendans  de  l'angle  i'n't  —  int,  sont  de 
l'ordre  i' — i,  et  en  rejetant  tous  ceux  qui  dépendans  du  même 
angle  ,  sont  des  ordres  i' — i  +  2  ,  i' — 1+4 ,  &c.  3  l'expression  de  R 
sera  composée  de  termes  de  la  forme 

H. e«.  égl .  txng.s"(ï<p)Aar}g.g°'(±<p').  cos.  (i'n't  — in  t 
+  i'i'-ii-g.^-g'^'-g"J-g'"J'), 
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H  étant  un  coefficient  indépendant  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons des  orbites ,  et  les  nombres  g,  g',  g",  g"'  étant  tous  positifs , 
et  tels  que  leur  somme  soit  égale  à  ï — i. 

Si  l'on  substitue  dans  R,  a.(i  +  ut)  ,  au  lieu  de  r,  on  aura 


\dr }  \da 


r 


Si  dans  cette  même  fonction ,  on  substitue  ,  au  lieu  de  ut ,  </,  et , 
leurs  valeurs  données  parles  formules  dun°.  22,  on  aura 


pourvu  que  l'on  suppose  t — m  et  e — 9  constans  ,  dans  la  diffé- 
rentielle de  R ,  prise  par  rapport  à  s  car  alors  un  y,  et  z  sont 
constans  dans  cette  différentielle  ,  et  comme  on  a  v—  nt-\-t  +  v/y 
il  est  clair  que  l'équation  précédente  a  lieu.  On  pourra  donc  obtenir 

facilement  les  valeurs  de  r.  (j^j  et  de  (^j-J  ■>  qui  entrent  dans  les 

équations  différentielles  des  nos.  précédens ,  lorsque  l'on  aura  là 
valeur  de  R  développée  en  série  de  cosinus  d'angles  croissans  pro- 
portionnellement au  temps  t.  La  différentielle  dR  sera  pareillement 
très-facile  à  déterminer  ,  en  observant  de  ne  faire  varier  dans  R , 
que  l'angle  n  t,  et  de  supposer  l'angle  n't  constant  ;  puisque  dR 
est  la  différence  de  R,  prise  en  supposant  constantes,  les  coor- 
données de  m',  qui  sont  fonctions  de  n't. 

4q.  La  difficulté  du  développement  de  R  en  série ,  se  réduit  à 
former  les  quantités  et  leurs  différences  prises ,  soit  rela- 

tivement à  a ,  soit  relativement  à  a'.  Pour  cela ,  considérons  géné- 
ralement la  fonction  (a1 — 2  a  a',  cos.  9 -j- a'2/~s,  et  développons-la 

suivant  les  cosinus  de  l'angle  9  et  de  ses  multiples.  Si  l'on  fait  —=*, 

a 

elle  deviendra  a'~as.{i — 2«.cos.  9+  tta}-s.  Soit 

(1 — %  et.  cos.  9  +  ttj;-s  =  i .      + bj-    cos.  9  +  è /*>.  cos.  2  8 

+  è/3>.cos.39  +  &c 

Ll  ^ 
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b,{°\  by\  by\  &c.  j  étant  des  fonctions  de  «.  et  de  s.  Si  l'on  prend  les 
différences  logarithmiques  des  deux  membres  de  cette  équation  , 
par  rapport  à  la  variable  0  ,  on  aura 

—  2s.ei.sin.fl  — 6/O.sin.ô  —  2  i,<» .  sin.  2  6  —  &c. 


1—2  « .  cos.9  +«.3      | .  6,C°)  +  i/O .  cos.  S  +  i/^ .  cos.  2  ê  +  &c. 

En  multipliant  en  croix,  et  comparant  les  cosinus  semblables,  on 
trouve  généralement 

b  m  ^  b'°~  0  ~  ^  +  s  -  ^  ■ *  '  b'°~^  .  (a) 

Ci— 

on  aura  ainsi  ,  b^\  b^\  &c. ,  lorsque  l'on  connoîtra  &,W  et  b£\ 

Si  l'on  change  s  en  s+i  ,  dans  l'expression  précédente  <le 
fi — 2ct.cos.  ô  +  ctaJ_s,  on  aura 

M       «  ;  W 

(f  1  —  2  «  .  cos.  S  +  aa;       =  1*^+  ô, +1  •  cos.  9  +  ès+i.  cos.  2  9 

(35 

+  6  .  .cos.5  9-f  &c. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  ,  par 
1 —  2  a.  cos.  9  4-  *%  et  en  substituant,  au  lieu  de  (  1 —  2  a .  cos.  9  +  a2 )~s, 
sa  valeur  en  série  ;  on  aura 

l .      +^C0.  cos.  9  +  5,W .  cos.  2  9  +  &c 

=(i-a*.co«.8+*0-[i^+1+*H.1-cos.8+6^.cos.afl+^.cos.39+&c.j; 
d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  cosinus  semblables, 

(i)  (>')  (>-») 

bs  =(i  +  **).bs+—*.bs+i  —  «.6^. 
La  formule  (a)  donne 

;+1    ».ci  +  a»;.i<+i—  fî  +  ^^V, 

Z>     =  1  r:  :  } 

•+1  Cl — v-54 
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l'expression  précédente  de  ifj-l\  deviendra  ainsi, 

Ji-ll  (»') 

b      —  ;  . 

*  1  —  s 

Eu  changeant  i  en  i  +  i,  dans  cette  équation,  on  aura 

.  (0  (*+») 
b        —  i  :  ■   ; 

et  si  l'on  substitue  au  lieu  de  b     ,  sa  valeur  précédente,  on  aura 
s.(i+sji*.(i+«.>).l?^  J-s.  {s.(i~s).«,>—i.(i+u>)'} 

è  z=  ;  1 — j  . 

s  (l  S).(l  S-\-\).cl 

Ces  deux  expressions  de        et  de  b^%\  donnent 

(i)   j—.(l+*).bs—2.  .*bt 


b+l  =  —  r~  ;     (  b  ) 


en  substituant  au  lieu  de  b^L+l\  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (a),  on 
aura 

(o  — 7—  +  ;  

£s+l  =  ;  (c) 

expression  que  l'on  peut  conclui'e  de  la  précédente ,  en  y  chàn^ 
géant  i  dans  — i  ,  et  en  observant  que  Ul)  ~  b^"l\  On  aura  donc, 

(o)         (1)  (2) 

au  moyen  de  cette  formule ,  les  valeurs  de  b  .  :  b  ,  b  ,  ,  &c. , 
lorsque  celles  de  b^°\  ès(,),  &sw,  &c. ,  seront  connues. 

Nommons  pour  abréger ,  *  la  fonction  1 — 2  a. cos  3  +  a.*.  Si  l'on 
différentie  par  rapport  à  a  ,  l'équatjon 

t,-s  =  ±.bs^  +  bs<>lKcosJ  +  bsW.ços.  2  0+  &c; 

on  aura 

■    ,        «v  -«_,   ,  «&coî  <&c,>     „  «a,w 

 2S.(*-—  COS.9;.A  5   Y—  .COS-H  ;  .C0S.29  +  &C; 

du.         du.  du.  ' 

mais  on  a 

1  —  tt2 —  x 


—  a+cos.  8  =  - 
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on  aura  donc 

3.(1—0.")     ,  ,     s.?-*     ,  db.w  dfcco 

-i  \"s-'  =î.~i — Jr—, — •  cos.  9  +  &c.  ; 

d'où  l'on  tire  généralement , 

dbpy  __i.fi—  **j   kco 

dci  et  s+i  et 

•    •  .  (■) 

En  substituant  au  lieu  de  b.,  sa  valeur  donnée  par  la  formule  (S)  ; 
on  aura 


<2se 

Si  l'on  différentie  cette  équation ,  on  aura 

ddb,&__  \  i+ (i  +  zs).*.*  "j   4"     fa-ft  +  fJ-Ci+Q  O 


1 — «.a  rfo.  C1 —  a2J 

En  différentiant  encolle ,  on  aura 


ri" 


.b,®      (i+{i+qs).**\  ddbp)         (a.(i  +  s).(i  +  a1)  i_\  dbp* 

ÛJ~~  l  es. fi—  «,*)   }''~dA7"^2'{        (1— «?f  a*)'  d* 

(4.(i  +  s).*.(3+«.*)     ai\    ,w     fl-r*-J  +  i; 


Ci— ,  Ci— 

On  voit  ainsi  que  pour  déterminer  les  valeurs  de  bsW  et  de  ses  dif- 
férences successives  ,  il  suffit  de  connoître  celles  de  £s(o)  et  de  bf'h 
On  déterminera  ces  deux  quantités  ,  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  nomme  c ,  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
est  l'unité  ;  on  pourra  mettre  l'expression  de  *~s,  sous  cette  forme  j 

'=={  1 —  «-c   v       J    .Il — *.c      v        J  . 
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En  développant  le  second  membre  de  cette  équation  ,  par  rapport 

aux  puissances  de  c  ,  et  de  c  -il  est  visible  que  les 

ii  ,\/~—  1  —tS.i/^-! 
deux  exponentielles  c  ,  et  c  auront  le  même  coef- 

ficient que  nous  désignerons  par  k.  La  somme  des  deux  termes 

k.c  ,  et  h.c  est  <ik.  cos.î'9;  ce  sera  la  valeur  de 

bs{l\  cos.  i  fl  ;  on  aura  donc  &S(I>  =  2  £\  Maintenant  l'expression  de  a_s 
est  égale  au  produit  des  deux  séries 

9  -y/^-i  ,  s.(s  +  i) 
I+5a.c  T      —  +&C.3 

1+Sct.C  +       —      .*%C  +&C.J 

en  multipliant  donc  ces  deux  séries  l'une  par  l'autre ,  on  aura  dans 
le  cas  de  i  =  o  , 

et  dans  le  cas  de  i  —  1  , 

£  =     <  s  +  s.  .a." -\  .  —  -.*4+  &c.  }; 

t  i«a  1.2  1.2.3  y 

partant 

0/'=iit.     S  +  5.-  — .o.  -i  .  &C.  }. 

L  1-2  1-2  1.2.3  J 

Pour  que  ces  séries  soient  convergentes ,  il  faut  que  a  soit  moindre 
que  l'unité;  c'est  ce  que  l'on  peut  toujours  faire,  en  prenant  pour  &, 
le  rapport  de  la  plus  petite  des  distances  a  et  a' ,  à  la  plus  grande  ; 

ainsi  ayant  suppose  a.  —  — ,  nous  supposerons  a  plus  petit  que  a'. 

Dans  la  théorie  du  mouvement  des  corps  m ,  m',  m",  &c. ,  on 
a  besoin  de  connoître  les  valeurs  de  et  de  bs{l\  lorsque  s  =  ± 
et  5  =  }.  Dans  ces  deux  cas,  ces  valeurs  sont  peu  convergentes, 


O 
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si  a.  n'est  pas  une  petite  fraction.  Ces  séries  convergent  avec  plus 
de  rapidité,  lorsque  s=— -^j  et  l'on  a 


2.4/  \a.4-6 


^    I   U       ,        I     1.1.3    -(        1.3    1.1.3.5      g        1.3.5    1.1.3.5-7  8 

'  [     2.4"*    4'TT^"i    476*2.4. 6. 8"*    4..eVî^.6.&.'ïç"*  " 

Dans  la  théorie  des  planètes  et  des  satellites,  il  suffira  de  prendre 
la  somme  des  onze  ou  douze  premiers  termes ,  en  négligeant  les 
termes  suivans  ,  ou  plus  exactement,  en  les  sommant  comme  une 
progression  géométrique  dont  la  raison  est  1 — a2.  Lorsque  l'on 

(o)  (1)  (o) 

aura  ainsi  déterminé  b_L  et  b   ,,  on  aura  b  ;   en  faisant  i  =  o ., 

2  2  3 

et  8  =  —     dans  la  formule  (  b)  ,  et  l'on  trouvera 

M  (1) 

(0)       (i  +  *')-b  l+G*.b_l 
b,  =- 


Si  dans  la  formule  (c),  on  suppose  i  =  1 ,  et  5  =  —    on  ann 

(o)  (0 


(  1  —  Ci'J2 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  b L  et  de  b  ,  ,  on  aura  par  les  for- 

mules  précédentes ,  les  valeurs  de  h,  ,  et  de  ses  différences  par- 
tielles  ,  quel  que  soit  le  nombre  i  ;  et  l'on  en  conclura  les  valeurs 

(')  ,.  (o)  (1) 

de  i;,  et  de  ses  différences.  Les  valeurs  de  b}  et  de  b,  peuvent 
être  déterminées  fort  simplement ,  par  les  formules  suivantes  ; 

(o)  (.) 

(o)         b-L  (o  b  t 

b}  =-  — —  ;      Z>.  = — 3.- 

7 1  y .  y  / .         ..lia     '  > 


Maintenant,  pour  avoir  les  quantités  ^4<~°\  &c. ,  et  leurs 

différences;  on  observera  que  par  le  n°.  précédent ,  la  série 

i.-^W  +  ^.COS.fl+^W.CQS.  2S+  &C, 

résulte 
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résulte  du  développement  de  la  fonction 

et  cos.  9  _i 
— —  (a2  —  2aa  .cos.  3  + a  s )  % 

dans  une  suite  de  cosinus  de  l'angle  9  et  de  ses  multiples  :  en  fai- 
a 

sant  —  =  *,  cette  même  fonction  se  réduit  à 
a 

i       <°)     (a        î      (0\  i  f») 

 ;•£>.  +l-r  7.  £>,   l.cos.9  .cos.aS  —  &c.  : 

sa      ï      \a*      a      ï  /  a      -  } 

ce  qui  donne  généralement 

.  ,.,  i  (0 

a  7 

lorsque  i  est  zéro ,  ou  plus  grand  que  i ,  abstraction  faite  du  signe. 
Dans  le  cas  de  i  =  i ,  on  a 

a"  a 


On  a  ensuite , 


or  onaU0=^;  partant 

('■) 

V       /  ~       a'2  "  dec  ' 
et  dans  le  cas  de  i  —  i  ,  on  a 

Enfin  ,  on  a ,  dans  le  cas  même  de  i=  i , 
£*JP*\  _       i  *V 

(»•> 


\da  J  a'  '  du.  '\da  )  ' 


i 


&C 

Mécan.  cÉii.  7o77îe  J  jy[  m 
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Pour  avoir  les  différences  de  ^w  relatives  à  a! ,  on  observera 
que  u£®  étant  une  fonction  homogène  en  a  et  a',  de  la  dimen- 
sion —  1 ,  on  a  par  la  nature  de  ce  genre  de  fonctions , 

\  da  J  \  da'  J 

d'où  l'on  tire , 

\dadd  J  \  da  J  \  da*  J 

,    /<Pi(f>\  „     fddA^\  ,  /<P^CO\ 

°" -(tst) =-6-^"-'8"-(^r)  -a  •■•(*?- )— '•  Ur> 

&c. 

On  aura  ZJW  et  ses  différences ,  en  observant  que  par  le  n°.  précé- 
dent ,  la  série 

l.       + JBt%  cos.  9  +  i3« .  COS.  2  9  +  &c. , 

est  le  développement  de  la  fonction  a'~3.(i  —  2  «. cos.  8  +  **)  % 
suivant  les  cosinus  de  l'angle  9  et  de  ses  multiples  ;  or  cette  fonc- 
tion ainsi  développée ,  est  égale  à 

a'-3. j         +      .  cos.  9  +     .cos.2fl+ &c.  |; 
on  a  donc  généralement  j 


* 

d'où  l'on  tire 


i  W 

a  J  * 


(ZA,  ,  ,  ,  r,rn\  ddb. 


/d&0\_   i_       I  /ddBr^\__   i  uu§ 

\da~  )  ~  a'*  '  d  a    >  \  da*  J~  ?»  '   d»»    »  • 


■ 
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De  plus,  Z?W  étant  une  fonction  homogène  de  a  et  de  a',  de  la 
dimension  —  3,  on  a 

d'où  il  est  facile  de  conclure  les  différences  partielles  de  B^l) 
prises  relativement  à  a',  au  moyen  de  ses  différences  partielles 
en  a. 

Dans  la  théorie  des  perturbations  de  m',  par  l'action  de  m ,  les 
valeurs  de  _^'>  et  de       ,  sont  les  mêmes  que  ci-dessus  ,  à  l'ex- 

a         1  (*) 

ception  de  j4Sx> ,  qui  dans  cette  théorie  devient  -.  b.  .  Ainsi, 

.  .  le  calcul  des  valeurs  de  ^4.^,  BSl\  et  de  leurs  différences  ,  sert 
à-la-fois  pour  les  théories  des  deux  corps  m  et  m. 

5o.  Après  cette  digression  sur  le  développement  de  i?  en  série, 
reprenons  les  équations  différentielles  (Xr),  (Y)  et  (Zr)  des 
n°*.  46  et  47 ,  et  déterminons  à  leur  moyen ,  les  valeurs  de  «Pr,  fp, 
et  £s,  en  portant  la  précision  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 
Si  dans  les  orbes  elliptiques  ,  on  suppose 

r=a.(i  +  u/)  ;  r  —  a'.(x+u')  ; 
v  =nt+t  +  v,  ;  v'—n't+i'+p/j 

on  aura  par  le  n°.  522 , 

u/  —  — e. cos. (nt+i  —  *r)  ;       u!~ — e'.cos. (n't+i — v')  j 
v,  =  2e.  (sin.nt+i  —  <&)    ;       vj=  2er.sm.(n't-^-t'  —  $ 

nf+e,  n't+i',  étant  les  longitudes  moyennes  de  m  et  de  m'  ;  a  et  a' 
étant  les  demi-grands  axes  de  leurs  orbites  ;  e  et  e'  étant  les  rap- 
ports des  excentricités  aux  demi-grands  axes  ;  enfin  ,  wetw'  étant 
les  longitudes  de  leurs  périhélies.  Toutes  ces  longitudes  peuvent  être 
rapportées  indifféremment  aux  plans  mêmes  des  orbites  ,  ou  à  un 
plan  qui  leur  est  fort  peu  incliné  ;  puisque  l'on  néglige  les  quanti- 
tés de  l'ordre  des  quarrés  et  des  produits  des  excentricités  et  des 
inclinaisons.  En  substituant  les  valeurs  précédentes,  dans  l'expres- 
sion de  R  du  n°.  48  ,  on  aura 

Mm  a 
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R  =  — .  s .  ^4^.  cos.  i.  (n't  —  n  t  + t —  t) 

2 

— t*  s  •  { a  •  (t) + 2  ^(/)  )  • e  • cos-  (  *  •  C*?f^ + ê'-o + + } 

_ ™.  g .  {  a'  ( _  2Ci_i; .  ^(-') } .  e' .  cos.  { i(n't-nt+t' + 

2  ^        \   da'    /  J 

le  signe  s  des  intégrales  finies,  s'é tendant  à  toutes  les' valeurs 
entières  positives  et  négatives  de  i ,  en  y  comprenant  la  valeur  i =o. 
De-là  on  tire , 

2./d*  +  r.(-)  = 
2        \  da  J      2         (      \  da  J     n—n  ) 

f     ,  fddA^\  AâJfm        ,  /<L4C0\  •)    ,  , 

^\-da^)+(2l^l)-a\da-) 
a.(i~i).n    f  /°^C0\ 
j.fra— ra'^-n  " \a   \  fia  /      f  j 

^'V  dada'  J~2"   '     10  A    da    /  V .  e'.  cos.  { ^-^+^"0+^+' 

i.(n—n)—n    {      \  da    /  )• 

le  signe  intégral  s  s'étendant ,  comme  clans  ce  qui  suit ,  à  toutes  les 
valeurs  entières  ,  positives  ou  négatives  de  i,  la  seule  valeur  i  =  o, 
étant  exceptée,  parce  que  nous  avons  fait  sortir  hors  de  ce  signe, 
les  termes  dans  lesquels  i  =  o:m'g  est  une  constante  ajoutée  à 
l'intégrale  fAR.  En  faisant  donc 

,  /dd#o\        /dM*)\       ,  /d#'A 


.  e .  cos.  {i.  (n't  —  n  t+  î —  i)  +  nt-h*  — 

+ 
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i3.{i.f« — n^— n)    [        \  da   /     n —  n  ) 
1.(11— n  )  —  n   l       \  da  J  ) 


/>')  = 


i.(n  —  n)—n    {_         \    da     J  J 

en  prenant  ensuite  pour  unité  ,  la  somme  des  masses  M  +  m  ,^  et 
observant  que  par  le  n°.  20,    *m  =  ?zS-  l'équation  (X')  deviendra 

o=— ;  h"        — un"  m  a  g  .a  .(-3 — 1 

5 .  (  cs .  (^4— ) + — —7  •  «      1  • cos-  Hn"*-^n  t->c  t'—  0 

[       V   da  J     n  —  n  ) 


 .S. 

2 


4- m! .  C.  e . cos-  fre f  +  e  —  ^  +       .D.e' . cos.  (nt  +  t  —  w'j) 
+  »a  to'  .  2 .  £#> .  e .  cos.  { ï  C  rit  —  n  t +  t'—  e;  +  ra  *  + t  —  •  } 
+  raW .  s .      .  e' .  cos.  { i .  (rit  —  nt+  e'—  —    }  ,• 

et  en  intégrant , 


m' 


  ,n\t.      '        1.  —  — •  COS.  1(71  t —  nt+i  —  îj 

a'  .(n  —  n'  )2 — na 

+  m  .fre. cos.  (nt+i  —  <n)  +  m'.fl'.e'.cos.(nt+i  —  v') 

771  771  .      ,  ,  . 

 .  C.ratf.e.sin.  f»£+e  —  ^  .D.nt.e  .sra.  (tz£-m — 

4-  /ra'  •  2 .  -7  ^— ,  .  f?  •  cos.  { i(  n't — nt+i' — 0 +^+ { — OT} 

+to'.s-7T7  ;  s-  e  ■cos.{i(!Ït-nt+i—i)Jrnt+t—w  }, 

{i(n— n)—  nj*-n» 
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ff  etff  étant  deux  arbitraires.  L'expression  de  JV  en  fu,  trouvée 
dans  le  n°.  47  ,  donnera 

m  fdA^\ 

r  i  /dAOï\  2,1 
+  —  .7ï2.s.  )a  *\  da  )     n—n'a       >  .COS.i.(7l't — nt-\-t' — t) 
(  i2 .  (n—n)*—n*  ) 

— m  .fe.cos.(nt-\-i  — —  ni .f'e' .cos. (nt+t — m*) 

+  l.m'C.nt.e.sm.(nt+t — œj+^.m'jD.nt.e  ,sin.(nt+i — 

U  ^.(n  —  riy—n*  {i(n-n')-ny-r?  ) 

[xecos.{i(n't — nt+t — t)  +  nt+t  — 


—  = —  2  m 
a 


ZXO 

— m'  ri'-  s. 


{iïn_n-;_„}2_nTe'-C0S-  (  i-Crït-nt+t'-O+nt+t-*  } , 

fetf  étant  des  arbitraires  dépendantes  de/  et  de/'. 

Cette  valeur  de  J>,  substituée  dans  la  formule  (Y)  du  n°.  46, 
donnera  JV ,  ou  les  perturbations  du  mouvement  de  la  planète 
en  longitude  ;  mais  on  doit  observer  que  n  t  exprimant  le  moyen 
mouvement  de  m ,  le  terme  proportionnel  au  temps  i  ,  doit  dispa- 
roître  de  l'expression  de  JV.  Cette  condition  détermine  la  cons- 
tante g ,  et  l'on  trouve 

,  /dA^\ 

g=-ïa\-dir} 

Nous  aurions  pu  nous  dispenser  d'introduire  dans  la  valeur  de  JV, 
les  arbitraires  /  et  /',  puisqu'elles  peuvent  être  censées  comprises 
dans  les  élémens  e ,  et  v  du  mouvement  elliptique  ;  mais  alors , 
l'expression  de  JV ,  auroit  renfermé  des  termes  dépendans  de  l'ano- 
malie moyenne,  et  qui  n'auroient  point  été  compris  dans  ceux  que 
donne  le  mouvement  elliptique  :  or  il  est  plus  commode  de  faire 
disparoître  ces  termes,  de  l'expression  de  la  longitude,  pour  les 
introduire  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  ;  nous  détermine- 
rons ainsi  /  et  fj  de  manière  à  remplir  cette  condition.  Cela  posé , 

si  l'on  substitue  aulieu  de  a'.  sa  valeur  —       '  Lg.^"°j  , 


on  aura 
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\  da 


n —  i.(n  —  n)  n — 1.(71  —  n)  \    da  / 

r=,{a.^-..(^)  +  0,(^)J(. 

soit  de  plus , 

EU)  =  —.a  'Jfii  +  {i>.(n-n').{n+i.(n-n')}-3n>} 

n  —  ri  ia.(n  —  ri)' — n? 

n  —  ri  i?.(n— n')*—  n" 

f      /dA01\       an  „,.,'")  an1. ECO 

t      \  da  /     n—ri  J      7ia—  {ti  —  i./>— n;}2 

>ic»-  'jsllue  MlÂuBh  'Ai  «  j    •  AU*-*>\ 
(i —  1).  (  22  —  1  )  .  na.        *■>  +  fi —  ij.na*  .1        -  j 


2.      — i  ('n  —  ri)] 


7î2 — — i(n—n')]  '■ 

on  aura 


-.a\(  — -  +  .2.  i  \  /   ;          •  cos.t . ( n't—nt+t 

6         \  da  J        s  1  •  (ti  —  77/  —  na 

—  m'.fe.  cos.  (Vz  £ + s  —     —  m'  .y  V .  cos.  (n  t  +  s  — *0 

+  ^m'C.nt.e.  sin.  f/z  £  +  s  —  <&)  +  ±m' .D.nt.e' ' .  sin.  f  «  /  + * — 
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ECO 


-j-re'.zre'.S 


in2—  {  n—i( n—n  )  >  ' 
£>CO 


,  e.  cos.  [i.  (  rit— nt+t— t^nt+i—v} 
.  e.  cos.  { i(rit—nt+t'—t)  +nt+e—'*'} 


2.  7  n 


n'—^ii-i(n-n)y- 

i.(n-n'f"         +     'i(n-n').  {i* .(n-rn ) 
+  m'.C.nt.e.cos.(nt  +  t—<*)  +  m'D . n  t .  e  .  cos.  (n  t  +. e  —  •*') 

.  e .  axa,  { i(n't—nt+  t'—t)  +  nt  +  s—OT  } 


+  nm  .  2 . J  / > 

)  J  .  r .  e'.sin.  {i(rit— nt+t'— t)+nt+t— 

C     n — if« — n  ) 

le  signe  intégral  2  s'étendant  dans  ces  expressions  ,  à  toutes  les 
valeurs  entières  positives  et  négatives  de  la  seule  valeur  i  —  o 
étant  exceptée. 

On  doit  observer  ici,  que  dans  le  cas  même  où  la  série  représen- 
tée par  2.A{iK cos. i(n't  —  nt+t — t)  est  peu  convergente,  ces 
<fr 

expressions  de  —  et  de  JV ,  le  deviennent  par  les  diviseurs  qu'elles 
acquièrent.  Cette  remarque  est  d'autant  plus  importante  ,  que  sans 
elle  ,  il  eût  été  impossible  d'exprimer  analytiquement ,  les  pertur- 
bations réciproques  des  planètes ,  dont  les  rapports  des  distances  au 
soleil ,  diffèrent  peu  de  l'unité. 

Ces  expressions  peuvent  être  mises  sous  la  forme  suivante  qui 
nous  sera  utile  dans  la  suite  ;  soit 

/^  =  e.sin.  «  h'  =  e' .  sin.  <a  j 

/  =<?.cos..o-  ;       /'  =e'.cos.w'.; 


on  aura 


C      /«E4C0\  an 
/dA&\  ,  m'i?       \  a» .(___)  +  r .  a  ■  A*- 

.a\(— r—  H  «S.  \       \  da  )  n—n 

\  da  1       a  /  tt:  1  


,cos.  i(n't — nt+t' — ? 


.(n —  n')* — n2 

—  m! .  (hf+  h'f)  .  cos.  (n  t  + t)  —  m  .  (lf+  Vf)  .sm.(nt+ t) 

+  ™  .  {IC+l'D}  .nt-sin.(nt+0  —  —-  {h.C+h'.D}  .nt. cos, (nt+t) 

+ 
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C  }  f      ,  ,4x% •  sm. { 1 . (n't—nt Jri'—i)  +  nt-\ri} 

(  +-~-r  -,  ,-4- -.cos.  {i.(nt — nt  +  i—tj  +  nt+i} . 

»     na — — 1(11— njj1 


m 


^      \  da  /    n — n  ) 


+  m'.  {à.C+h'.D}  .nt.sin.  (nt+t)  +  m'~  {I.  C+l'.D}  .nt.cos.(nt+0 


.  sin.  — rei+ê' — e_}-f-  nt-\-i} 

n  —  i.(n  —  n  ) 

f  fefco+ft'GCO) 

.  cos.  {  i .  (Vf— ra£-h'— 0  +  nt  +•  > }  ' 


en  réunissant  ces  expressions  de  JV  et  de  $v,  aux  valeurs  de  r 
et  de  v ,  relatives  au  mouvement  elliptique,  on  aura  les  valeurs 
entières  du  rayon  vecteur  de  m ,  et  de  son  mouvement  en  lon- 
gitude. 

Otm  Considérons  présentement,  le  mouvement  de  m,  en  lati- 
tude. Pour  cela,  reprenons  la  formule  (Z')  du  n°.  47.  Si  l'on 
néglige  le  produit  des  inclinaisons  par  les  excentricités  des  orbites, 
elle  devient 

o  =  —r — \-n\fu  .(—  ; 

dt%  aa  \dz) 

l'expression  de  H  du  n°.  48  ,  donne  ,  en  prenant  pour  plan  fixe , 
celui  de  l'orbite  primitive  de  m, 

/dR\      m'z       m  zf  . ,  , ,  ,  , 

(—-)  =  —  .Z.BW.cos.i(rit— nt-i-t  —  t); 

\dz  J       a*  2 

la  valeur  de  i  s'étendant  à  tous  les  nombres  entiers  positifs  et 
négatifs ,  en  y  comprenant  même  i  =  o.  Soit  y ,  la  tangente  de  l'in- 
clinaison de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m  ,  et  n  la 
longitude  du  nœud  ascendant  de  la  première  de  ces  orbites  ,  sur  la 
seconde  ;  on  aura  à  très-peu  près , 

z  =  4 ' .y.sva.(n't+i'  —  n;  } 
MÉCAN.  cél.  Tome  1.  Nu 


282         MECANIQUE  CÉLESTE, 

ce  qui  donne 

/dR\      nt    '( ^        + n;  —  tf'.zK  ». sin.  (n *  +  s  —  n; 

\dz /a*  s 

—  — .a'.s.B^.y.sin-fïf/z'f  —  nt+t  —  s)+nt+<-—  n}, 

2 

la  valeur  de  i  s'étendant  ici ,  comme  dans  ce  qui  va  suivre  ,  à  tous 
les  nombres  entiers  positifs  et  négatifs ,  la  seule  valeur  i  —  o  étant 
exceptée.  L'équation  différentielle  en  Su',  deviendra  donc,  en 

multipliant  la  valeur  de  ■>  Par        <H»»  est  égal  à  l'unité, 

dd.Su  ,  /      »    c  •      ,   r ,  ,    1      -r.  ^ 

0  =  —  4-  n  .Su — m  .n  .  —  .y.sm.f  n  t+i  — XlJ 

n  a 


df2 


-j  .aa  '.B^.ysm.  (nt+s  —  n) 


a 


a  a',  s.  Sfc1).  y.  sin.  {i(n't—  nt  +  s'—  0+ «  *+  «  —  n  } } 

d'où  l'on  tire  en  intégrant ,  et  en  observant  que  par  le  n°.  47 , 
^s  —  —  a.Su, 

/\î-—  -.— r.v.sin.  — n  ) 

rf — nz  a'' 

m  .a* a'  . 

 — - — .  B^'.nt. y. cos.  (nt-\rt  —  Tlj 

4 

4  .s.  ?  —,  —t—.y.sm.{i.(n't — nt+e' — z)  +  nt+i 

2  ri  —  {ra  —  i(n  —  ri)}*  1 

Pour  avoir  la  latitude  de  ttz  ,  au-dessus  d'un  plan  fixe  peu  incliné 
à  celui  de  son  orbite  primitive;  en  nommant  ?  l'inclinaison  de 
cette  orbite  sur  le  plan  fixe  ,  et  9  la  longitude  de  son  noeud  ascen- 
dant sur  le  même  plan;  il  suffira  d'ajouter  à  S  s,  la  quantité 
tang.  p.  sin.  (v — 9 )  ,  ou  tang.?.sin.Cra£4-s —  S)  ,  en  négligeant  l'ex- 
centricité de  l'orbite.  Nommons  <p'  et  9',  ce  que  deviennent  <p  et  9 
relativement  à  m'.  Si  m  étoit  en  mouvement  sur  l'orbite  primitive 
de  m,  la  tangente,  de  sa  latitude  seroit  tang.  <p'.sin.  (n  t  +  s — 6'); 
elle  seroit,  tang.  p. sin.  (n  i+s  —  9),  si  m  continuoit  de  se  mou- 
voir sur  son  orbite  primitive.  La  différence  de  ces  deux  tangentes 
est  à  très-peu  près  la  tangente  de  la  latitude  de  m  ,  au-dessus  du 
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plan  de  son  orbite  primitive ,  en  le  supposant  mû  sur  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  m;  on  a  donc 

tang.p'.  sin.(nt+  s — 5') — tang.? .  s>in.(nt+  e — 0 )  =  y.  sin.( ?it+-  î — n ). 
Soit 

tang.  p.  sin. 9=p  ;  tang. ç/.sin. 9'  —p'  • 
tang.?. COS.  6  =  q  ;        tang.  p'.cos.ô'  =  q  ; 

on  aura 

y.sm..Tl=  p — p  •       y.cos.Tl  =  q' —  q  ; 

et  par  conséquent ,  si  l'on  désigne  par  s ,  la  latitude  de  m  au-dessus 
du  plan  fixe ,  on  aura  à  très-peu  près , 

s  —  q. sin  (nt  +  e)  — p.cos.  (nt+e) 
m' . a* a 


-.  (p'—p  ).B^.nt.  sin.  (nt+  s  ; 
4 

-.(q'—q).B^.nt. COS.  (nt+e) 


4 

•^Bv^'  { (q  —  q)  - sin-  (     *) — (p'—p)  - cos-       O } 


■ .  sin.  {  i(n't — nt+  î — s  J  +  ni+s} 


m'.nï.a'a         in* — {n — i(n — ri  )} 

H         a         S*  J  —(p'-p).BV-'-) 

f  -7—7  v  <tt: • cos-  ( l(n  i — nt + £' — 5 ) -'r  nt-i-i) 

^n1 — {n — i(n — n  )j*         1  J 

5î2 .  Rassemblons  présentement,  les  formules  que  nous  venons 
de  trouver.  Nommons  (r)  et  (v),  les  parties  du  rayon  vecteur  et 
de  la  longitude  v  sur  l'orbite ,  qui  dépendent  du  mouvement  ellip- 
tique ;  on  aura 

r=(r)  +  S-r  ;  v  =  (V)  +  <)V. 
La  valeur  précédente  de  s,  sera  la  latitude  de  m  au-dessus  du 
plan  fixe  ;  mais  il  sera  plus  exact  d'employer  au  lieu  de  ses  deux 
premiers  termes  qui  sont  indépendans  de  m',  la  valeur  de  la  lati- 
tude qui  auroit  lieu  dans  le  cas  où  m  ne  quitteroit  point  le  plan  de 
son  orbite  primitive.  Ces  expressions  renferment  toute  la  théorie 
des  planètes ,  lorsque  l'on  néglige  les  quarrés  et  les  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites ,  ce  qui  est  le  plus  sou- 
vent permis.  Elles  ont  d'ailleurs  l'avantage  d'être  sous  une  forme 

Nn  2 
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très-simple ,  qui  laisse  facilement  appercevoir  la  loi  de  leurs  diffé- 
rens  termes. 

Quelquefois ,  on  aura  besoin  de  recourir  aux  termes  dépendans 
des  quarrés  et  des  produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  et 
même  des  puissances  et  des  produits  supérieurs.  On  pourra  déter- 
miner ces  termes  ,  par  l'analyse  précédente  :  la  considération  qui 
les  rend  nécessaires,  facilitera  toujpurs  leur  détermination.  Les 
approximations  dans  lesquelles  on  y  auroit  égard ,  introduiroient 
de  nouveaux  termes  qui  dépendraient  de  nouveaux  argumens. 
Elles  reproduiroient  encore  les  argumens  que  donnent  les  approxi- 
mations précédentes  ,  mais  avec  des  coefficiens  de  plus  en  plus 
petits,  suivant  cette  loi  qu'il  est  aisé  de  conclure  du  développe- 
ment de  JR.  en  série  ,  donné  dans  le  n°.  48  ;  un  argument  qui  dans 
les  approximations  successives, se  trouve  pour  la  première  fois  parmi 
les  quantités  d'un  ordre  quelconque  r,  n'est  reproduit  que  par  les 
quantités  des  ordres  r+2,  r+4  ,  &c. 

Il  suit  de -là,  que  les  coefficiens  des  termes  de  la  forme 

si  n 

t.  cos'  .  (n  t+e),  qui  entrent  dans  les  expressions  de  r,  v  et  s ,  sont 

approchés  jusqu'aux  quantités  du  troisième  ordre,  c'est-à-dire, 
que  l'approximation  dans  laquelle  on  auroit  égard  aux  quarrés  et 
aux  produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
n'ajouteroit  rien  à  leurs  valeurs  ;  elles  ont  donc  toute  la  précision 
que  l'on  peut  désirer  ;  ce  qu'il  est  d'autant  plus  essentiel  d'obser- 
ver ,  que  de  ces  coefficiens ,  dépendent  les  variations  séculaires  des 
orbites. 

Les  divers  termes  des  perturbations  de  r ,  v  ,  s,  sont  compris 
dans  la  forme 

i.Sm'  {i(n't  —  nt+t' — e  )  +  rn  t4-n}, 

cos.  1  1  ■  J  ' 

r  étant  un  nombre  entier  positif  ou  zéro  ,  et  h  étant  une  fonction 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  de  l'ordre  r,  ou 
d'un  ordre  supérieur  :  on  peut  juger  par-là,  de  quel  ordre  est  un 
terme  dépendant  d'un  angle  donné. 

Il  est  clair  que  l'action  des  corps  m",  m"',  &c,  ne  fait  qu'ajouter 
aux  valeurs  précédentes  de  r,  v  et  s,  des  termes  analogues  à  ceux  qui 
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résultent  de  l'action  de  m',  et  qu'en  négligeant  le  quarré  de  la  forte 
perturbatrice,  les  sommes  de  tous  ces  termes  donneront  les  valeurs 
entières  de  r,  v  et  s.  Cela  suit  de  la  nature  des  formules  (JT  ),  (  T) 
et  (  Z'  ),  qui  sont  linéaires  relativement  aux  quantités  dépendantes 
de  la  force  perturbatrice. 

Enfin ,  on  aura  les  perturbations  de  m' ,  produites  par  l'action 
de  m  ;  en  changeant  dans  les  formules  précédentes ,  a,  n,h, 
*,p,  q  et  m',  en  a',  n' ,  h',  l' ,  e',      p',  q'  etw,  et  réciproque- 
ment. 


a86 
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CHAPITRE  VIL 

Des  inégalités  séculaires  des  mouvemens  célestes. 

53.  Les  forces  perturbatrices  du.  mouvement  elliptique  intro- 
duisent dans  les  expressions  de  r ,  ~  et  s ,  du  chapitre  précédent  3  le 
temps  t,  hors  des  signes  sinus  et  cosinus,  ou  sous  la  forme  d'arcs 
de  cercle  qui  en  croissant  indéfiniment ,  doivent  à  la  longue,  rendre 
ces  expressions  fautives;  il  est  donc  essentiel  de  faire  disparaître  ces 
arcs  ,  et  d'avoir  les  fonctions  qui  les  produisent  par  leur  dévelop- 
pement en  série.  Nous  avons  donné  pour  cet  objet ,  dans  le  Cha- 
pitre V ,  une  méthode  générale  de  laquelle  il  résulte  que  ces  arcs 
naissent  des  variations  du  mouvement  elliptique ,  qui  sont  alors 
fonctions  du  temps.  Ces  variations  s'exécutant  avec  une  grande 
lenteur ,  elles  ont  été  désignées  sous  le  nom  d'inégalités  séculaires. 
Leur  théorie  est  un  des  points  les  plus  intéressans  du  système 
du  monde  :  nous  allons  la  présenter  ici ,  avec  l'étendue  qu'exige 
son  importance. 

On  a  par  le  Chapitre  précédent , 

!i  —  h.sin.  (nt+s)  —  /.  cos.  (n  t+ 1)  —  &c. 
+—,  u,  C+f.JD}.nt;ûa.  (nt+e) 
—  —.  (h.C+h'.D}.nt.cos.(nt+e)+m'.S 
2 

—  —  n  +  înh.sin.  (nt+*)  +  2  ni. cos.  (nt+t)+ 
£  —m'.{l.C+l'D}.n*t.sm.(nt+0 

+  m'.  {h.C+h'D}  .n't.cés.  (nt+*)  +  m'T S 

s  —  q.s'm.(nt+0—  p.cos.(nt+t)+  &c. 

—  —  .a'a'.Cp'—  p).B^.nt.sin.(nt+0 

4 

—  —.a*a'.(q'—q).B{l)'nt.  cos.(nt  +0  +  m''X; 
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S,  T,  x  étant  des  fonctions  périodiques  du  temps  t.  Considérons 

dv 

d'abord  l'expression  de  —  ,  et  comparons-la  à  l'expression  de  y  du 
n°.  45.  L'arbitraire  n  multipliant  l'arc  t,  sous  les  signes  périodi- 
ques ,  dans  l'expression  de  —  ;  on  doit  alors  faire  usage  des  équa- 
tions suivantes  ,  trouvées  dans  le  n°.  45, 

o  =X'  +  B.X"—  Y; 

o  =  Y'+Q.Y"+X"—  2.Z; 

&c. 

Voyons  ce  que  deviennent  ici,  X,  X',  X",  Y,  &c.  :  en  comparant 
l'expression  de  — ,  a  celle  de  y  du  n°.  cité,  on  trouve 

X=n+  271  h.  sm.  (nt+t)  +  2nl.  cos.  (  nt-\-i  )-\-m' '.  T  ; 
Y=m'.n\{h  .C+h'D}.  cos. (at+0-m'.?i\{l.C+l'.D}.sm.(nt+t). 

Si  l'on  néglige  le  produit  des  différences  partielles  des  constantes  , 
par  les  masses  perturbatrices  ,  ce  qui  est  permis ,  puisque  ces  diffé- 
rences sont  de  l'ordre  de  ces  masses  ;  on  aura  par  le  n°.  45 , 

X'=^^.  {1+2/i.sin.  (nl+!)  +  2t-cos.(nt+0} 

■   ~^i2r!"(yJ^j'  {h-tos.  (nt  +  î)  —  l.s'm.  (nt-r  0} 
/dh\  . 

X'  —  2n.(^^j.  {h.co5.(nt+î)  —  /.sin.  (n  £+s )}. 
l'équation,  o  —  X'  +  Q.X"  —  Y,  deviendra  ainsi, 

/dn\ 

o  =  (  —  J.  {  1  +  2h.sin.(nt-t-t)  +  2l.cos.(nt+e)} 

/dh\    .  /dl\ 
dl  J-3m-(nt+e)  +  '2n'  (  j-}  )«COS.  (nt+t) 

+2n-{L  (d^)+(di)}-  {k-œs-(nt+i) -t-*™-(nt+°-)} 

-m',    {  h.  C+h'.  D  } .  cos.  (n  f +  t)  \~tti.  n\  { l.  C+  l'.D).  sin.  (nt+tj. 
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En  égalant  séparément,  à  zéro,  les  coefficiens  des  sinus  et  des 

cosinus  semblables  ,  on  aura 

°K£)+A-(£)-^-<4-c+w,i- 

Si  l'on  intègre  ces  équations ,  et  si  dans  leurs  intégrales  ,  oh 
change  9  en  t;  on  aura  par  le  n°.  45,  les  valeurs  des  arbitraires,  en 
fonctions  de  t ,  et  l'on  pourra  effacer  les  arcs  de  cercle,  des  expres- 
sions de  -f-  et  de  r;  mais  au  lieu  de  ce  changement ,  on  peut  tout  de 
dt 

suite  changer  9  en  t ,  dans  ces  équations  différentielles.  La  première 
de  ces  équations ,  nous  montre  que  n  est  constant ,  et  comme  l'arbi- 
traire a,  de  l'expression  de  r,  en  dépend,  en  vertu  de  l'équation 

n"  —  —  ;  a  est  pareillement  constant.  Les  deux  autres  équations  ne 

suffisent  pas  pour  déterminer  h ,  l  ,'s.  On  aura  une  nouvelle  équa- 

dv 

tion,  en  observant  que  l'expression  de  —  ,  donne  en  l'intégrant , 

fndt ,  pour  la  valeur  de  la  longitude  moyenne  de  m  ;  or  nous 
avons  supposé  cette  longitude  égale  à  nt  +  e  ;  on  a  donc  nt + s  —fndt, 
ce  qui  donne 

dn  de 

dt    dt  ' 

et  comme  ona^  =  o  :  on  aura  pareillement  ^-=o.  Ainsi  les  deux 

dt  dt 
arbitraires  n  et  t  sont  constantes  ;  les  arbitraires  het  l  seront  par 
conséquent  déterminées  au  moyen  des  équations  différentielles , 

* :  =  -^.{l.C+l>.D};  (x) 

dt  2, 

d  L        Tfl  .  71     _  _  _,  -  »  v 

—  —  .  {h.C+hf.  D)  }  (2) 

ci  t  2 

La  considération  de  l'expression  de  -£  nous  ayant  suffi  pour  dé- 
terminer 
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terminer  les  valeurs  de  n ,  a ,  h,  l  et  s  ;  on  voit  à  priori ,  que 
les  équations  différentielles  entre  les  mêmes  quantités  ,  qui  résul- 
tent de  l'expression  de  doivent  coincider  avec  les  précédentes. 
C'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  à  posteriori ,  en  appliquant  à 
cette  expression ,  la  méthode  du  n°.  43. 

Considérons  maintenant  l'expression  de  s.  En  la  comparant  à 
celle  de  y  du  n°.  cité  ;  on  aura 

X=  g.sin.  (nt  +  i) — p.  cos.  (n  t-\-i)~\-m'.x 


4 
+ 


•.cfa'.BW.  (p — p'J.sin.  (?il-\-t) 


,a*a'.BM.(q—  g').cos.(nt+s). 


n  et  s  étant  constans  ,  par  ce  qui  précède  ;  011  aura  par  le  n9.  43, 

X'  =  (j]ysin.(nt  +  0-{^}cos.(nt+0 
X"=o. 

L'équation  o  —  X'+Q.X" — Y,  devient  ainsi, 

0  =  ( ^Ysin. (nt+t) —  cos.  (nt+t) 

. a* a  .BW.(p—  p') .sin.  (nt+  e) 


m  .  n 


4 

—       a'a'.BW.  (g  —  g') . cos.  (nt+t)' s 
4 

d'où  l'on  tire ,  en  comparant  les  coefficiens  des  sinus  et  des  cosinus 
semblables ,  et  en  changeant  S  en  t ,  pour  avoir  directement  p  et  g 
en  fonctions  de  t , 

|  =  _!l±.0V.^.^_^i  (3) 


de, 
dt 


■ .  a*a' .  B^ .  (p  —  p')  ; 


(4) 


Lorsque  l'on  aura  déterminé  p  et  g  par  ces  équations  ;  on  les  subs- 
tituera dans  l'expression  précédente  de  s ,  en  effaçant  les  termes 
qui  contiennent  des  arcs  de  cercle,  et  l'on  aura 

5=  çr.sin.  (nt+i)  — j>,cos.  (nt  +  i)  +  m' .  x- 
Mécam.  cîùl.  Tome  1.  O  o 
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54.  L'équation  ^  =  o,  que  nous  venons  de  trouver ,  est  d'une 

grande  importance  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  en  ce 
qu'elle  nous  montre  que  les  moyens  mouvemens  des  corps  célestes , 
et  les  grands  axes  de  leurs  orbites  ,  sont  inaltérables  ;  mais  cette 
équation  n'est  approchée  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  m  .h  , 
inclusivement.  Si  les  quantités  de  l'ordre  m '.h1  et  des  ordres  sui- 

dv 

vans ,  produisoient  dans  — ,  un  terme  de  la  forme  2  ht ,  k  étant 

une  fonction  des  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m  ;  il  en  résulteroit 
dans  l'expression  de  v,  le  terme  ht*,  qui  en  altérant  la  longitude 
de  m ,  proportionnellement  au  quarré  du  temps ,  deviendrait  à  la 

longue ,  extrêmement  sensible.  On  n'auroit  plus  alors ,  —  =  o  ; 

mais  au  lieu  de  cette  équation,  on  auroit  par  le  n°.  précédent, 

~  =  2  Te  ;  il  est  donc  très-important  de  savoir  s'il  existe  dans  l'ex- 
dt 

pression  de  *>,  des  termes  de  la  forme  k.f1.  Nous  allons  démon- 
trer que  si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  des  masses 
perturbatrices,  quelque  loin  que  l'on  porte  d'ailleurs,  les  approxi- 
mations ,  relativement  aux  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  orbites  ;  l'expression  de  v  ne  renfermera  point  de 
termes  semblables. 

Reprenons  pour  cela ,  la  formule  (  X  )  du  n°.  46 , 

a. cos.v -fndt . r  sïn.v. ^2. fàR-{-r. ^-^-^  j_ a. ûxi.v.fndt. rcos.v .  ja./diî-f  r.^-^ 

[a  .  \/  1  —  e" 

Considérons  la  partie  de  £r ,  qui  renferme  des  termes  multipliés 
par  f",  ou  pour  plus  de  généralité  ,  considérons  les  termes  qui 
étant  multipliés  par  le  sinus  ou  par  le  cosinus  d'un  angle  at-i~C, 
dans  lequel  a  est  très-petit,  ont  en  même  temps  et*  pour  divi- 
seur. Il  est  clair  qu'en  supposant  *  =  o,  il  en  résultera  un  terme 
multiplié  par  f%  en  sorte  que  ce  second  cas  renferme  le  premier. 
Les  termes  qui  ont  a2  pour  diviseur,  ne  peuvent  évidemment 
résulter  que  d'une  double  intégration  ;  ils  ne  peuvent  donc  être 
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produits  que  par  la  partie  de  <?r  qui  renferme  le  double  signe 
intégral  /  Examinons  d'abord  le  terme 

2 a. cos.  v.Jndtfr. sin. v. f  dR) 
p.  V  1—  e3 

Si  l'on  fixe  l'origine  de  l'angle  v ,  au  périhélie  3  çn  a  dans  l'orbite 
elliptique,  par  le  n°.  20, 

a.(i  —  e*) 

r~  , 

1  -f-e.  cos.  v 

et  par  conséquent, 

a.(i  — ê*) — r 

cos.  v  =  '■   : 

er 

d'où  l'on  tire  en  différentiant , 

rav.sm.c=  .dr  ; 

e 

mais  on  a  par  le  n°.  19, 

r*.dv  =  dû.  V V#fi — e')  =a*.ndt,  V 1 — ; 
on  aura  donc 

and  t.r.sin.  v  rdr 


2a. cos.  v.fndt.  {r.sin.  v./cl  J?l  .  . 

Le  terme  — —  — ,  deviendra  ainsi, 

p.  y'  1— ea 

û-^tl.f(rdr.fàR)}  ou  —  .{r>.fdR-fr\dIÏ}. 

Il  est  visible  que  cette  dernière  fonction  ne  renfermant  plus  de 

doubles  intégrales  ,  il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  qui  ait  a* 

pour  diviseur. 

Considérons  présentement  le  terme 

2 a. sin.  v.fndt.  {r.cos.v./dR} 

— — —  • 

p.  y  1  —  e* 

de  l'expression  de  JV.  En  substituant  pour  cos.f,  sa  valeur  pré- 
cédente en  r,  ce  terme  devient 

2. sin.  v.fndt.  {r — a.(i  —  e'j}  .fdR 
p.  e  .  |/ 1  —  e* 

Oo  % 
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On  a  par  le  n°.  22  , 

r  =  a.  {i+^  +  e.x'}  i 
Xr  étant  une  suite  infinie  de  cosinus  de  l'angle  nt+e ,  et  de  ses 
multiples  ;  on  aura  donc 

{ r  -  à  (  1  -e*)  }  ./d  if  =  a ./»    i .  {{  e  +  *' }  ./d  R 

Nommons  x"  l'intégrale  f  'tf  ndt;  on  aura 

a.fndt.  {le  +  x'} -fàR  =  hae.fndt.fâR+ax\fàR^ii.fx".àK 

Ces  deux  derniers  termes  ne  renfermant  point  le  double  signe 
intégral ,  il  ne  peut  en  résulter  aucun  terme  qui  ait     pour  divi- 
seur ;  en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes  de  ce  genre ,  on  aura 
za.ûn.v.fndt.  [r. cos.v -fàR}  ^Za^e -sin.v .fndt .fàR  dr    Z.a  yj^yjyj. 

H- 

et  le  rayon  r  deviendra 


(r)  +  (~\—.fndt.fàR; 

\ndt  /  fJ. 

fr)  et  (ÉL. \  étant  les  expressions  de  r  et  de  — ,  relatives  au 

y       \ndtj  1  ndt 

mouvement  elliptique.  Ainsi  ,  pour  avoir  égard  dans  l'expression 
du  rayon  vecteur ,  à  la  partie  des  perturbations ,  qui  est  divisée 
par  a.%-  il  suffit  d'augmenter  de  la  quantité  5  a.fndt.fà  R ,  la  lon- 
gitude moyenne  n  t+  s }  de  cette  expression  relative  au  mouvement 
elliptique. 

Voyons  comment  on  doit  avoir  égard  à  cette  partie  des  pertur- 
bations ,  dans  l'expression  de  la  longitude  v.  La  formule  (  Y)  du 

n°.  46,  donne  en  y  substituant  —.-^j.fndt.fâR,  au  lieu  de  ïr, 

et  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  divisés  par  a2, 
f  zrddr  +  dT* 


1  Za 


I  a*n*dt* 

<fv=  -. — .Jndt.JAIxj 

or  on  a  par  ce  qui  précède , 

.ndt 


ae.ndt.sm.v  ..  

dr  =   —  -       r*dv  5=  cfn  dt.  Vi—e'f 

y  1— e"  • 
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d'où  il  est  facile  de  conclure  ,  en  substituant  pour  cos.  v  ,  sa  valeur 
précédent^  en  r , 

ctrddr+dr* 

 -,  1-1  j 

cftfdV1  dv  ^ 

en  Payant  donc  égard  qu'à  la  partie  des  perturbations  ,  qui  a  pour 
diviseur  *%  la  longitude  v  deviendra 

\ndt  /  fj. 

rv)  et  ( ÈL\  étant  les  parties  de  v  et  de  «4-,  relatives  au  mou- 

1    J       \ndt  J  L  ndt 

vement  elliptique.  Ainsi ,  pour  avoir  égard  à  cette  partie  des  per- 
turbations ,  dans  l'expression  de  la  longitude  de  m ,  on  doit  suivre 
la  même  règle  que  nous  venons  de  donner  pour  y  avoir  égard 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  ;  c'est-à-dire ,  qu'il  faut  aug- 
menter dans  l'expression  elliptique  de  la  longitude  vraie ,  la  lon- 

3a 

gitude  moyenne  nt+t,  de  la  quantité  -^-.fndt.fdR. 

La  partie  constante  de  l'expression  de  (j^jjj  ,  développée  en 

série  de  cosinus  de  l'angle  nt+s  et  de  ses  multiples  ,  se  réduisant 
à  l'unité,  comme  on  l'a  vu  clans  le  n°.  225  il  en  résulte,  dan* 

3  a 

l'expression  de  la  longitude  ,  le  terme  —-.fndt.fdR.  Si  offre»? 

fermoit  un  terme  constant  km  .ndt ;  ce  terme  produiroit  dans 

l'expression  de  ïaîongitude  v  ,1e  suivant!.-—  .  kn*  t\  L'existence 

de  semblables  termes  dans  cette  expression  ,  se  réduit  donc  à  voir 
si  d  R  renferme  un  terme  constant. 

Lorsque  les  orbites  sont  peu  excentriques  et  peu  inclinées  les 
unes  aux  autres  ;  on  a  vu,  n°.  48  ,  que  R  peut  toujours  se  réduire 
dans  une  suite  infinie  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant 
proportionnellement  au  temps  t.  On  peut  les  représenter  géné- 
ralement, par  le  terme  im'.coa.  {i'n't+in  ,  i  eti'  étant  des 
nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  ,  ou  zéro.  La  différentielle  de 
ce  terme,  prise  uniquement  par  rapport  au  moyen  mouvement 
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de  m,  est  — ik  -  m',  ndt .  sin.  {i'n't  +  int  +  ;  c'est  la  partie 
de  d  R ,  relative  à  ce  terme  :  elle  ne  peut  pas  être  constante ,  a 
moins  que  l'on  ait  o  —  i'n'  +  in  ;  ce  qui  suppose  les  moyens  mou- 
vemens des  corps  m  et  m',  commensurables  entre  eux;  et  comme 
cela  n'a  point  lieu  dans  le  système  solaire ,  on  doit  en  conclure 
que  la  valeur  de  dR  ne  renferme  point  de  termes  constans  ,  et 
qu'ainsi ,  en  ne  considérant  que  la  première  puissance  des  masses 
perturbatrices,  les  moyens  mouvemens  des  corps  célestes,  sont 

uniformes ,  ou  ce  qui  revient  au  même ,  —  =  o.  La  valeur  de  a 
étant  liée  à  celle  de  n,  au  moyen  de  l'équation  n*  =  —  ;  il  en  resuite 

que  si  l'on  néglige  les  quantités  périodiques  ,  les  grands  axes  des 
orbites  sont  constans. 

Si  les  moyens  mouvemens  des  corps  m  et  m',  sans  être  exacte- 
ment commensurables  ,  approchent  cependant  beaucoup  de  l'être  ; 
il  existera  dans  la  théorie  de  leurs  mouvemens  ,'des  inégalités  d'une 
longue  période  ,  et  qui  pourront  devenir  fort  sensibles ,  à  raison 
de  la  petitesse  du  diviseur  *2.  Nous  verrons  dans  la  suite  ,  que  ce 
cas  est  celui  de  Jupiter  et  de  Saturne.  L'analyse  précédente  donnera 
d'une  manière  fort  simple  ,  la  partie  des  perturbations  qui  dépend 
de  ce  diviseur.  Il  en  résulte  qu'il  suffit  alors  de  faire  varier  la 

longitude  moyenne  nt+t,  ou  Jndt,  de  la  quantité  —.fndt.fdR; 
ce  qui  revient  à  faire  croître  n,  dans  l'intégrale  fndt,  de  la- quan- 
tité ^^-.fàR  ;  or  en  considérant  l'orbite  de  m  ,  comme  une  ellipse 

variable ,  onan'=^j  la  variation  précédente  de  n,  introduit 

n   „    t  •       i        •    •  sa'.fàR 

donc  dans  le  demi-grand  axe  a  de  l'orbite ,  la  variation  . 

r* 

dv  .  .    '  , 

Si  l'on  porte  dans  la  valeur  de  —,1a  précision  jusqu'aux  quan- 
tités de  l'ordre  des  quarrés  des  masses  perturbatrices ,  on  trou- 
vera des  termes  proportionnels  au  temps  ;  mais  en  considérant 
avec  attention  ,  les  équations  différentielles  du  mouvement  des 
corps  m ,  m',  &c. ,  on  s'assurera  facilement  que  ces  termes  sont 
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en  même  temps  ,  de  l'ordre  des  quarrés  et  des  produits  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  des  orbites.  Cependant,  comme  tout  ce 
qui  affecte  le  moyen  mouvement,  peut  à  la  longue,  devenir  fort 
sensible  ;  nous  aurons  dans  la  suite,  égard  à  ces  termes,  et  nous 
verrons  qu'ils  produisent  les  équations  séculaires  observées  dans 
le  mouvement  de  la  lune. 

55.  Reprenons  maintenant  les  équations  (1)  et  (2)  dun°.  55, 
et  supposons 

m  .n.  C    m!  .n.D 

(0,1)=  —  i       [o_^]  =  —  —  ; 

elles  deviendront, 

dl   .  , 

—  =  —  CojO.A  +  LSiiJ.A. 

Les  expressions  de  (o,\)  et  de  \J7J\ ,  peuvent  être  déterminées 
fort  simplement ,  de  cette  manière.  En  substituant ,  au  lieu  de  C 
et  de  D ,  leurs  valeurs  déterminées  dans  le  n°.  5o ,  on  aura 

<°*)r — r  •  {-d-)^'a  \-d^)\; 

EU  =        {  a  A^- «■.  (— )  -  i  .  a\  J  j . 

On  a  par  le  n°.  4g  ,  0 


fo)  V  („) 

db,  ddb^ 
1   jj   *_ 


(o)  M 
db  1  ddb , 


on  obtiendra  facilement,  par  le  même  n°. ,  -~—  et  ,  \-,  en  fonc- 
lions  de  b,  et  de  b,  ;  et  ces  quantités  sont  données  en  fonctions 

(0)  (1) 

linéaires  de  b  ,  et  de  è   ,  ;  on  trouvera ,  cela  pose , 


3«."  .  b_,_ 
'2.(1— ' 


• 
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partant 

W 

3m  .71. a*. 5  i 

Soit  - 

(a"—  iaa'.  cos.fl +a s;  *  =  f<vO+  f  o,o'/.  cos.0-f  C  a,a'/.  cos.afl+&c; 
on  aura  par  le  n°.  4g, 

(a:a')  =  \d.b\_  ;        (a,af)'^=a'.b^\,  &c.j 
•  »  » 

on  aura  donc 

3  m' .  n  a2a' .  ( a,  a')' 
(o,  l)  =  4.. a» ' 

on  a  ensuite  ,  par  le  n°.  4g  , 

fdA^\     ,  .  fddA^\            \  .M        db,             ddbL  ( 
a^'i-û1.  —  -t«  •  -TV )=  — «.  _r  .  .   i_ti 

^  y        y  do»  )        l  ï       ET  ) 

en  substituant  au  lieu  de  6^  et  de  ses  différences  ,  leurs  valeurs 
en  6   ,  et  b   ,  ,  on  trouvera  la  fonction  précédente  égale  a 

(0  (o) 


r  (0  o)  •) 

3*.  |fi+«2;.6_,  +  i*.6_i | 


é» 

partant 

o  r  M  (0>  > 


[oTT]  = 


ou 

  3  m'  ■  a  7i  ■  {  (a*+  a'2-)  ■  (a,  à)'+aa'.(a,  a')} 

sTfa'2  —  a")1  ' 

on  aura  donc  ainsi  des  expressions  fort  simples  de  ('0,1  )  et  de  [ô~i] , 

Wûn,   te»»».'      •         :*■>.»'  ,  (o) 

et  il  est  facile  de  se  convaincre  par  les  valeurs  en  séries  ,  de  b_  , 

(») 

et  de  6  ±  ,  données  dans  le  n°.  4g ,  que  ces  expressions  sont  posi- 
tives ,  si  n  est  positif,  et  négatives  ,  si  n  est  négatif. 

Nommons  ("0,2^  et  |q>  »j  f  ce  que  deviennent  (0,1)  et  [°7ï], 

lorsque 
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lorsque  l'on  y  change  a'  et  m!  dans  a'  et  m".  Nommons  pareillement 
(ojb)  et  f"°>  0  1  ce  que  deviennent  ces  mêmes  quantités,  lorsque 
l'on  y  change  a  et  m,  en  a"  et  m"  ;  et  ainsi  de  suite.  Désignons  de 
plus,  par  h",  l h'",  l" ;  &c.  les  valeurs  de  h  et  de  relatives 
aux  corps  m",  m",  &c.  ;  on  aura ,  en  vertu  des  actions  réunies  des 
différens  corps  m\  m'\  m",  &c. ,  sur  m , 

dh 

~  =  {(o,i)  +  (o,2)  +  (o,3 )+  &c. }  . I  —  jcTI] •  V—  EU •  l"~ &c. ; 

~  =  —  {  ( o,  1  ;  +  ^0,2;  +  o,3>i-  &c. }  .  h  +  [£TT] .  A'  +  [ÔTT] .    +  &c. 

,  .  dh'     dV     dh"    dl"     „  .  , 

Il  est  clair  que  ——  ,  — -  ,•  -r- ,  — -  .•  &c. ,  seront  détermines  par 
^      dt  '  dt     dt      dt  '  1 

des  expressions  semblables  à  celles  de  —  et  de  —  ,  et  qu'il  est  facile 

1  dt  dt  u 

de  conclure  de  celles-ci,  en  y  changeant  successivement,  ce  qui 
est  relatif  à  m,  dans  ce  qui  a  rapport  à  m',  m",  &c. ,  et  réciproque- 
ment. Soient  donc 

fi,o;,  [775]  <>>2j,  [TT]  s  &c, 

ce  que  deviennent 

(o,*),  [Ô7T]  }       (0,2),  [^3]  ;    &c. , 

lorsque  l'on  y  change  ce  qui  est  relatif  à  m ,  dans  ce  qui  est  relatif 
à  m,  et  réciproquement  3  soient  encore , 

(2,0),  s       (2,1),  [£77]  ;    &c.  , 

ce  que  deviennent 

(0,2),  [577]  ;       (0,1),  [ôTî]  ;  &c., 

lorsque  l'on  y  change  ce  qui  est  relatif  à  m,  dans  ce  qui  est  relatif 
à  m",  et  réciproquement  ;  et  ainsi  de  suite.  Les  équations  différen- 
tielles précédentes  rapportées  successivement  aux  corps  m,  m', 
m",  &c. ,  donneront  pour  déteiuuiner  h ,  l,  Ji\  l',  h",  l",  &c. ,  le 
système  suivant  d'équations , 

Mécajst.  cél.  Tome  2.  P  p 

I 
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dh 

—  =  { Co,i; + M + (0,5  ) + &c. } .  1—  [  JU .  f—  [ôTt] .         .  &c. 

—  (0,1  )  +  (0,2 )  +  (o,5 )  +  &c.}  .  A+[Ô]T] . 7t'+[^T] . ff+fcTl .  #"+&c 

77  -  { O  .,0; + f  i,*; + (x,5) + &c. } .    E3  <i- E3.^-EB-^-&c- 

d/'  \. 
■57 = — { (%<>;+ r  1,3; + fi}3; + &c .} .  /v+[njj .  h-eo.  a"+ cuti  .*'"+&&  /  ' 

= { (2,0) +(2,1) + (2,5  ) + &c. } .  r—  [773 .  /— [£U]  •    E3  •  '  —  &c- 

z  »   , 

—  =  _  { f2  p)  +  (.2,i)  +  (2,5)  +jke.}.h'+[£°\.h+fen,  h'+  ET] .  /V"+&c. 

&c. 

Les  quantités  (0,1)  et  fi,o^),  |o,  Q  et  \ï7°] ,  ont  entre  elles  des 
rapports  remarquables  qui  peuvent  en  faciliter  le  calcul ,  et  qui 
nous  seront  utiles  dans  la  suite.  On  a  par  ce  qui  précède , 

3  m' .na%  .a!  .(a,  a ')' 
 4-(^-aV~' 

Si  dans  cette  expression  de  (o,  1) ,  on  change  m'  en  m ,  n  en  n', 
a  en  a',  et  réciproquement;  on  aura  l'expression  de  (1,0),  qui 
sera  par  conséquent, 

Zm.rid*  .a. (a ,a)' 

Ch  °)~  4.  («'«  —  G»/  3 

mais  on  a  (a,a!)'  =  jf a',a /,  puisque  l'une  et  l'autre  de  ces  quantités 

1 

résulte  du  développement  de  la  fonction  (V' — 2aa'  ,cos.6  +  a")  1 
dans  une  série  ordonnée  suivant  les  cosinus  de  l'angle  9  et  de  ses 
multiples;  on  aura  donc 

(o,  i).m. n'ar=  (x,o) .m' .na  ; 

or  on  a,  en  négligeant  les  masses  m,  m',  &c.  ,  vis-à-vis  de  M, 

n'  =  ~  ;  =  &cj 

a?  aJ 

partant 

(0,1). m.  \/a  =  (1,0). m'.  \Tâ!  ; 


( 
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équation  d'où  l'on  tirera  facilement  (  1,0  ) ,  lorsque  (o,  1  j  sera  déter- 
miné. On  trouvera  de  la  même  manière  , 
f"~i] .  m.  \/~â=        • m' '• 
Ces  deux  équations  subsisteroient  encore  dans  le  cas  où  n  et  ri 
auroient  des  signes  contraires  ;  c'est-à-dire ,  si  les  deux  corps  m 
et  m'  circuloient  en  différens  sens  ;  mais  alors ,  il  faudroit  donner 
le  signe  de  n,  au  radical  y/a,  et  le  signe  de  ri,  au  radical  \Ta'. 
Des  deux  équations  précédentes ,  résultent  évidemment  celles-ci, 

(0,1) .  m .  \Tà  =  (2,0) .  m" .  v/a  "  ;  [£3  •>»•  V®  É3  ■ m"  •  V^"'  &c- 
(h2).m'.y/^'=(2,\).m!'.\fa'  ;  l^.iri .\Ta' =\^\.m' .  \Tà"i  &c. 

56.  Maintenant,  pour  intégrer  les  équations  (^)  du  ^.pré- 
cédent ,  nous  ferons 

h  =iV".sin.  (gt+C)  ;  l  =  N ,coa.(gt+e)  ; 
h'=N'.sm.(gt+£)  i  H  ==N'. cos. (gtfè}; 
&c. 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  {A) ,  on  aura 
N  g=  {(0,1 )+(o,-2)  +  hc.}  .N  —  [°n]- JT— EE •  iV"-&c. 

iv'g-={riJo;+('i,3;+&c.}       [r^].iv— [i^i-zv"— &c. 

^^={r2,o;+^50  +  &o.}.^-[£^].^-[3IIl.iv"'-&c. 
&c. 

Si  l'on  suppose  le  nombre  des  corps  m ,  &c. ,  égal  à  i  ;  ces 

équations  seront  au  nombre  i  ,  et  en  éliminant  les  constantes  N , 
N',  &c. ,  on  aura  une  équation  finale  en  g,  du  degré  i,  que  l'on 
obtiendra  facilement  de  cette  manière. 
Nommons  ?  la  fonction 

N%.m.i/â.  {g—  (o,ï)  —  (0,2)  —  &c.} 
+  N-".m'.V^'.{g—(i,o)  —  (i,<2)  —  &c.} 

+  &c. 

+  aJV.in./5.  {[^].iVr'+[^].iVr/'+  &c.} 
+  2N'.m'.  y/a\  { |Tâ] . 2\T  +  [ïïl] . JV"'  +  &c.} 
+  2 i\T.  mf .         { [TT] . 2V""'+  &c.} 
+  &c. 

Pp  i 
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Les  équations  (M)  se  réduisent  en  vertu  des  relations  données 
dans  le  n°.  précédent ,  à  celles-ci , 

en  considérant  donc  N,  N~',  N",  &c. ,  comme  autant  de  variables, 
q>  sera  un  maximum.  De  plus  ,  ç>  étant  une  fonction  homogène  de 
ces  variables  ,  de  la  seconde  dimension  ;  on  a 

on  a  donc  9  =  0,  en  vertu  des  équations  précédentes. 

Présentement,  on  peut  déterminer  ainsi  le  maximum  de  la  fonc- 
tion ?.  On  différentiera  d'abord  cette  fonction,  relativement  à  N, 
et  l'on  substituera  dans  p ,  au  lieu  de  N ,  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion {^^j  ~ 0  '  V£ueur  1ui  sera  une  fonction  linéaire  des  quanti- 
tés N',  N",  &c.  :  on  aura  de  cette  manière  une  fonction  ration- 
nelle, entière  et  homogène,  de  la  seconde  dimension ,  en  N',  N",  &c.  : 
soit  <p(')  cette  fonction.  On  différentiera  <p(,)  relativement  à  N', 
et  l'on  substituera  clans  au  lieu  de  N',  sa  valeur  tirée  de 

l'équation  (  ~^jp~  )  =  0  :  on  aura  une  fonction  homogène  et  de  la 

seconde  dimension ,  en  N",  N'",  &c.  :  soit  <pW  cette  fonction.  En 
continuant  ainsi ,  on  parviendra  à  une  fonction  <p^~'  )  de  la  seconde 
dimension,  en  JV^l~'\  et  qui  sera  par  conséquent,  de  la  forme 
(N1*1-1))* .k  ;  h  étant  une  fonction  de  g  et  de  constantes.  Si  l'on 
égale  à  zéro,  la  différentielle  de  ç^-1)  prise  par  rapport  à  jy~(l~'\ 
on  aura  £  =  0;  ce  qui  donnera  une  équation  en  g- du  degré  i,  et 
dont  les  diverses  racines  donneront  autant  de  systèmes  différens 
pour  les  indéterminées  N,  N' ,  N" ,  &c.  :  l'indéterminée  iV^-1) 
sera  l'arbitraire  de  chaque  système ,  et  l'on  aura  sur-le-champ  ;  le 
rapport  des  autres  indéterminées  N,  N',  &c,  du  même  système, 
à  celle-ci,  au  moyen  des  équations  précédentes,  prises  dans  un 
ordre  inverse  ,  savoir, 
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Soient  g,  g,,  g2>  &c. ,  les  i  racines  de  l'équation  en  g:  soit  N,  JV"', 
N",  &c. ,  le  système  des  indéterminées ,  relatif  à  la  racine  g  :  soit  N">, 
iV/,  N",  &c. ,  le  système  des  indéterminées  ,  relatif  à  la  racine  g, , 
et  ainsi  de  suite  :  on  aura  par  la  théorie  connue  des  équations  diffé- 
rentielles linéaires , 

h~N  . sin. (gt+e)  +  iV,  . sin. (gJ+6J -\- N>  .  sin.  (gj+ej  +  &c.  ; 

h'  =  N'.  sin.  Cgt+  €)  +  N/.  sin.  (glt  +  ej  +  JV/ .  sin.       +  O  +  &c.  ; 

h"=N".sin.(gt+  C)  +  N".  sin.  (g$+  ej  +  JV,".  sin.  fo**  +  &c.  ; 
&c. , 

C,  Ca,  &c,  étant  des  constantes  arbitraires.  En  changeant  dans 
ces  valeurs  de  h,  h',  h",  &c. ,  les  sinus  en  cosinus  ;  on  aura  les 
•valeurs  de  l,  Z',  l",  &c.  Ces  différentes  valeurs  renferment  deux  fois 
autant  d'arbitraires,  qu'il  y  a  de  racines  g,  g,,  g*,  &c.  ;  car  chaque 
système  d'indéterminées  renferme  une  arbitraire ,  et  de  p]  us ,  il 
y  ai  arbitraires  €,  C  ,  &c.  •  ces  valeurs  sont  par  conséquent, 
les  intégrales  complètes  des  équations  (^)  du  n°.  précédent. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant,  que  de  déterminer  les  constantes  2V. 
Nl ,  &c;  N',  iV",',  &c;  6",  £, ,  &c.  Les  observations  ne  donnent  point 
immédiatement  ces  constantes  ;  mais  elles  font  connoître  à  une 
époque  donnée,  les  excentricités  e,  e' ,  &c. ,  des  orbites,  et  les 
longitudes^,  &c.,de  leurs  périhélies,  et  par  conséquent,  les 
valeurs  de  h ,  h',  &c. ,  Z,  /',  &c.  :  on  en  tirera  ainsi  les  valeurs 
des  constantes  précédentes.  Pour  cela ,  nous  observerons  que  si 
l'on  multiplie  la  première ,  la  troisième ,  la  cinquième ,  &c. ,  des 
équations  différentielles  {^4)  du  n°.  précédent,  respectivement 
par  N.m.  \/a,N'.m'.  i/ô',&c;  on  aura  en  vertu  des  équations  (B), 
et  des  relations  trouvées  dans  le  n°.  précédent,  entre  Co,i )  et  (1,0), 
(0,2)  et  (-2,0),  &c, 

N.~.m.      + jV'.^-.m'.  i/a'  +  N".~.m".  i/5"+  &c. 
dt  dt  dt  v  ' 

=  g.{N.Lm.i/â+N'.l'.m'.^  +  N~".l". m" .  ffi + &c. } . 
Si  l'on  substitue  dans  cette  équation,  au  lieu  de  h,  h\  &c. ,  l,  l'}  &c. , 
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leurs  valeurs  précédentes  ;  on  aura ,  en  comparant  les  coefficiens 
des  mêmes  cosinus, 

o  =  IV.  IV,.  m.  \S7ï+N'.N;.m'.         JVT", IV/, m".  &c.  ; 

o^N.Ni.m.^  +  JSr'.Ni'.m'.V^'+N".Ni".m'J.\/^à"  +  &ic. 
&c. 

Cela  posé  ,  si  l'on  multiplie  les  valeurs  précédentes  de  h,  h',  &c. , 
respectivement  par  N.m-  \/~â ',  N' -jri  ■  \Z~à\  &c.  ;  on  aura  en  vertu 
de  ces  dernières  équations , 

N- mh ■  \/a~+N'  ■  m  h'  •  /V  +  IV"  • m"h" ■  y/a"  +  &c. 

=  {iV\/n.  y/â+N'%.m'- y/â'  +  N"%-m"- i/^"+&c.} .sin.  (gt+  C). 

On  aura  pareillement , 

N  ml.  /Sf  N' . m'I ■  \f3 + N" ■  m'T ■  \fc?  +  &c. 

=  { IV2 ■  m ■  \/a  +  N " . m' ■  y/â' + IV"2 •  m" ■  y/a" + &c. }  . çt».(gt+  S). 

En  fixant  l'origine  du  temps  t,  à  l'époque  pour  laquelle  les  valeurs 
de  h,  l,  h',  l',  &c.  ,  sont  supposées  connues  ;  les  deux  équations 
précédentes  donnent 

N.hm.t/â+N'.  h'm'.y/lï+N" .  h"mrj .  &c. 

4-oyio"   Ç    -  -  

°"       N.lm.y/~à  +  N'.l'm'.y/~à'  +  N". l"m" . y/^a"  +  &c.  * 

Cette  expression  de  tang.é"  ne  renferme  point  d'indéterminée;  car 
quoique  les  constantes  JV,  IV',  N",  &c. ,  dépendent  de  l'indéter- 
minée JV(t-1)  ;  cependant ,  comme  leurs  rapports  à  cette  indétermi- 
née sont  connus  par  ce  qui  précède  ,  elle  disparoît  de  l'expression 
detang.C  Ayant  ainsi  déterminé  S  ,  on  aura  IV1-1),  au  moyen  de 
l'une  des  deux  équations  qui  donnent  tan  g.  C  ;  et  l'on  en  conclura 
le  système  des  indéterminées  IV,  N  ',  IV",  &c,  relatif  à  la  racine  g. 
En  changeant  dans  les  expressions  précédentes,  cette  racine  suc- 
cessivement en  g,,  gi,  g\,  &c. ,  on  aura  les  valeurs  des  arbitraires 
relatives  à  chacune  de  ces  racines. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  clans  les  expressions  de  h,  l,  h',  l',  &c.  j 
on  en  tirera  les  valeurs  des  excentricités  e ,  e',  &c.  des  orbites , 
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et  des  longitudes  &c. ,  de  leurs  périhélies ,  au  moyen  des 

équations 


e*  =  fc  +  l2 
h 

tang.«,=  7 


.  h' 
tang.w  —j  i 


&c. 
&c. 


on  aura  ainsi , 

=  N*  +  Nt*  +  Ns+  &c.  +nNNl.cos.{(gl—g):t+el—e} 
-h2NN^.cos.{Cg—g).t+e—e}  +  2NlN,.cos.{(g—gl).t4-C—Cl}  +  &c. 

Cette  quantité  est  constamment  plus  petite  que  ( iV+iVj+iN^-f  &C.,)1, 
lorsque  les  racines  g,  g,  ,  &c. ,  sont  toutes  réelles  et  inégales  ,  en 
prenant  positivement  les  quantités  N,  JN[n  &c.  On  aura  pareille- 
ment, 

N. »in.  (gt  +  c;  +  M . sin.  fe,t+ ff.;  +  iv2 .sin.  fe«  +  e.;  +  &c. 

6         N.  cosîfg  t  +  q  +  JY, ,  cos.  (glt  +  S,)  +  JVa .  cos.  (^t  +  £J  +  &c.  ' 
d'où  il  est  facile  de  conclure , 

jy,.gin.{fe,-g;.f+g,-g}+jv..Biii.{fe,-g;.t+g,--e}  +  8cc. 

lang.  (  ■sr — — Ç)  — 


"  N+N< . cos.  {(g t-g) . t+î.-C}  +N> .  cos.  {(g*— g) ■  t+S^-C }  +&c." 

Lorsque  la  somme  iV,  +  ^  +  &c. ,  des  coefficiens  des  cosinus  de 
ce  dénominateur,  pris  tous  positivement,  est  moindre  que  iV", 
tang.  ( & — gt — £)  ne  peut  jamais  devenir  infini  ;  l'angle  m — gt — S 
ne  peut  donc  jamais  alors  atteindre  le  quart  de  la  circonférence  ;  en 
sorte  que  le  vrai  moyen  mouvement  du  périhélie  est  dans  ce  cas , 
égal  à  g  t. 

5 y.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  les  excentricités  des  orbites 
et  les  positions  de  leurs  grands  axes ,  sont  assujéties  à  des  varia- 
tions considérables,  qui  changent  à  la  longue,  la  nature  de  ces 
orbites  ,  et  dont  les  périodes  dépendantes  des  racines  g,gt ,  ga,  &c. , 
embrassent  relativement  aux  planètes ,  un  grand  nombre  de  siè- 
cles. On  peut  ainsi  considérer  les  excentricités  ,  comme  des  ellip- 
ticités  variables  ,  et  les  mouvemens  des  périhélies ,  comme  n'étant 
pas  uniformes.  Ces  variations  sont  très-sensibles  dans  les  satellites 
de  Jupiter,  et  nous  verrons  dans  la  suite,  qu'elles  expliquent  les 
inégalités  singulières  observées  dans  le  mouvement  du  troisième 
satellite.  Mais  les  variations  des  excentricités  ont-elles  des  limites, 
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et  les  orbites  sont-elles  constamment  peu  différentes  du  cercle  ? 
C'est  ce  qu'il  importe  d'examiner.  Nous  venons  de  voir ,  que  si 
les  racines  de  l'équation  en  g  sont  toutes  réelles  et  inégales  ,  l'ex- 
centricité e  de  l'orbite  de  m,  est  toujours  moindre  que  la  somme 
JV+iVr[+iVî+  &c. ,  des  coefficiens  des  sinus  de  l'expression  de  h, 
pris  positivement  ;  et  comme  ces  coefficiens  sont  supposés  fort 
petits ,  la  valeur  de  e  sera  toujours  peu  considérable.  En  n'ayant 
donc  égard  qu'aux  variations  séculaires,  on  voit  que  les  orbites 
des  corps  m,  m',  m",  &c.  ,  ne  feront  que  s'applatir  plus  ou  moins, 
en  s'éloignant  peu  de  la  forme  circulaire  ;  mais  les  positions  de 
leurs  grands  axes  éprouveront  des  variations  considérables.  Ces 
axes  seront  constamment  de  la  même  grandeur ,  et  les  moyens 
mouvemens  qui  en  dépendent,  seront  toujours  uniformes ,  comme 
on  l'a  vu  dans  le  n°.  54.  Les  résultats  précédens  ,  fondés  sur  le  peu. 
d'excentricité  des  orbites,  subsisteront  sans  cesse,  et  pourront 
s'étendre  à  tous  les  siècles  passés  et  à  venir  ;  en  sorte  que  l'on  peut 
alors  affirmer  que  dans  aucun  temps,  les  orbites  des  planètes  et  des 
satellites  n'ont  été  et  ne  seront  considérablement  excentriques ,  du 
moins ,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  leur  action  mutuelle.  Mais  il  n'en 
seroit  pas  de  même  ,  si  quelques-unes  des  racines  g,  &c. , 

étoient  égales  ou  imaginaires  :  les  sinus  et  les  cosinus  des  expres- 
sions de  h,  l,  h!,  l\  &c. ,  correspondais  à  ces  racines,  se  chan- 
geraient alors  en  arcs  de  cercle  ou  en  exponentielles ,  et  comme 
ces  quantités  croissent  indéfiniment  avec  le  temps,  les  orbites  fini- 
roient  à  la  longue  ,  par  être  fort  excentriques  ;  la  stabilité  du 
système  planétaire  seroit  alors  détruite,  et  les  résultats  que  nous 
avons  trouvés  ,  cesseroient  d'avoir  lieu.  Il  est  donc  très-intéres- 
sant de  s'assurer  que  les  racines  g-,  g,,  gt,  &c. ,  sont  toutes  réelles 
et  inégales.  C'est  ce  que  l'on  peut  démontrer  d'une  manière  fort 
simple,  pour  le  cas  de  la  nature ,  dans  lequel  les  corps  m,  m',  m",  &c, 
du  système  ,  circulent  tous  dans  le  même  sens. 

Reprenons  les  équations  {Ù£)  du  n°.  55.  Si  l'on  multiplie  la  pre- 
mière par  m.  \fa.h  ;  la  seconde  ,  par  m.  \fa.l ;  la  troisième,  par 
m  .  yâ'.h'i  la  quatrième ,  par  m'.  \Ta  .1' ;  &c„  et  qu'ensuite  on  les 
ajoute  ensemble;  les  coefficiens  de  fil,  h'I',  h"l",  &c. ,  seront  nuls 
dans  cette  somme  ;  le  coefficient  de  h'I — hl'  sera  [q,  '].  m.  \Ta 
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—  IX~°]-/7J'*         etn  sera  11U1>  en  vertu  ^e  l'équation  [ôjT].m.  i/â 

—  • m '•  V*1' ■>  trouvée  dans  le  n°.  55.  Les  coefficiens  de  ti'l — M  ', 
Ji'l' — h'I",  &e.  ,  seront  nuls  par  la  même  raison;  la  somme  des 
équations  (  *d  )  ainsi  préparées  ,  se  réduira  donc  à  l'équation 
suivante  : 

/hdh+ldl\         _    /h'dh'  +  l'dl'\     ,          '  . 

(  —  \.m.  v/«+(  jj.  )-m  •  V  a  +  &c-  ~°  > 

et  par  conséquent  à  celle-ci , 

o==  ede.m.  y/~a-r  e'de'.m.  i/o7-}-  &c. 
En  intégrant  cette  équation ,  et  en  observant  que  parle  nG.  54  ,  les 
demi  grands  axes  a ,  a,  &c. ,  sont  constans ;  on  aura 

e1 .  m .  e'% .  m1 .  \fa  '  +  e" .  m" .  \Tâ"  +  &c.  =  constante  ;  (  u  ) 

Maintenant ,  les  corps  m ,  m',  m",  &c. ,  étant  supposés  circuler  dans 
le  même  sens  ,  les  radicaux  \/~â ,  \Ta ',  &c. ,  doivent  être  pris 

positivement  dans  l'équation  précédente  ,  comme  on  l'a  vu  dans  le 
n°.  55  ;  tous  les  termes  du  premier  membre  de  cette  équation  sont 
donc  positifs ,  et  par  conséquent ,  chacun  d'eux  est  moindre  que 
la  constante  du  second  membre  ;  or  en  supposant  à  une  époque 
quelconque ,  les  excentricités  très-petites ,  cette  constante  sera  fort 
petite  ;  chacun  des  termes  de  l'équation  restera  donc  toujours  fort 
petit,  et  ne  pourra  pas  croître  indéfiniment  ;  les  orbites  seront  tou- 
jours à  fort  peu  près  circulaires. 

Le  cas  que  nous  venons  d'examiner,  est  celui  des  planètes 
et  des  satellites  du  système  solaire  ;  puisque  tous  ces  corp3 
circulent  dans  le  même  sens ,  et  qu'à  l'époque  où  nous  sommes , 
leurs  orbites  sont  peu  excentriques.  Pour  ne  laisser  aucun  doute 
sur  ce  résultat  important ,  nous  observerons  que  si  l'équation 
qui  détermine  g,  renfermoit  des  racines  imaginaires,  quelques- 
uns  des  sinus  et  des  cosinus  des  expressions  de  h ,  / ,  h' , 
V ,  &c. ,  se  changeroient  en  exponentielles  ;  ainsi  l'expression 
de  h  contiendroit  un   nombre  fini  de  termes  de  la  forme 

P.c  ,  c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité ,  et  P  étant  une  quantité  réelle,  puisque  h  ou  e.sin.'nr  est 

une  quantité  réelle..  Soient  Q.c    P'.c,  Q'.c,P".c,  &c. ,  les 
termes  correspondais  de  /,  h',  1',  h",  &c.  ;  Q ,  P',  Q',  P",  &c. ,  étant 
Mécan.  cél.  Tome  I.  Qq  ^ 
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encore  des  quantités  réelles  :  l'expression  de  e"  renfermera  le  terme 

(P*+  Q')-c  ;  l'expression  de  e"  renfermera  le  terme  (P,:t+Q'*).c  .  - 
et  ainsi  de  suite  ;  le  premier  membre  de  l'équation  (»)  renfermera 
donc  le  terme 

{ ( P>  +  Q1) . m .  v/S+  (P'1  +  Q") .m'.^'  +  (P'"  +  Q"*) .^'.yy+kj-c 

■    «  i    ,  ;  v  fi  :       i  >"S\  t    !    '^.'"''  ■'<  \ 

Si  l'on  suppose  que  c  soit  la  plus  grande  des  exponentielles  que 

contiennent  h  ,  l,  h',  T,  &c. ,  c'est-à-dire  celle  dans  laquelle  f  est 

le  plus  considérable  ;  c  sera  la  plus  grande  des  exponentielles  que 
renfermera  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  :  le  terme 
précéden  t  ne  pourra  donc  être  détruit  par  aucun  autre  terme  de  ce* 
premier  membre  ;  ainsi  pour  que  ce  membre  se  réduise  à  une 

constante ,  il  faut  que  le  coefficient  de  c    soit  nul ,  ce  qui  donne 

o  =  (P*  +  Q»; .  m .  t/^+  (F'-  +  Q'*)  .ni'.yf3+  (P""  +  Q"*  )  -  m" .  \fa>',  +  &c 

Lorsque  {/a,  \/râ',  \Zrâ" ,  &c. ,  ont  le  même  signe,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  lorsque  les  corps  m ,  m',  m",  circulent  dans  le 
même  sens ,  cette  équation  est  impossible  ,  à  moins  que  l'on  ne 
suppose  P=o,  Q  =  o,  P'  =  o,  &c.  ;  d'où  il  suit  que  les  quan- 
tités h,  l,  h',  &c. ,  ne  renferment  point  d'exponentielles,  et 
qu'ainsi,  l'équation  en  g  ne  contient  point  de  racines  imaginaires» 
Si  cette  équation  avoit  des  racines  égales  ;  les  expressions  de  h, 
l,  h',  l',  &c. ,  renfermeraient,  comme  l'on  sait ,  des  arcs  de  cercle, 
et  l'on  auroit  dans  l'expression  de  h,  un  nombre  fini  de  termes 
de  la  forme  P.f.  Soient  Q.f,  P'.t',  Q'.f,  &c. ,  les  termes  corres- 
pondans  de  l,  h',  l',  &c.  ;  P,  Q,  P',  Q',  &c. ,  étant  des  quantités 
réelles  ;  le  premier  membre  de  l'équation  (u)  renfermera  le  terme 

{ (P*  +  Q*  j ■  m .  f/H+  (P'*  +Q'^.7n'.V^'  +  (P"*  +  Q"*) . m" .  yTtP  +  &c. }  . t 

Si  t'  est  la  plus  haute  puissance  de  t,  que  contiennent  les  valeurs 
de  h ,  ï ,  h',  l',  &c.  ;  t*T  sera  la  plus  haute  puissance  de  t,  renfermée 
dans  le  premier  membre  de  l'équation  (u)  ;  ainsi  pour  que  ce  membre 
puisse  se  réduire  à  une  constante ,  il  faut  que  l'on  ait 

o  -=(^P*+  Q').m.  \TB+(P"+  Q").m',  tA'+  &c.  ; 
ce  qui  donne  P~o,  Q~o,  P'  —  o ,  Q'  —  o;  &c.  Les  expressions 
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de  h,  l,  h',  V ,  &c. ,  ne  renferment  donc  ni  exponentielles',  ni  arcs 
de  cercle ,  et  par  conséquent,  toutes  les  racines  de  l'équation  en  g, 
sont  réelles  et  inégales. 

Le  système  des  orbites  de  m ,  m\  m",  &c.  ,  est  donc  parfaitement 
stable  relativement  à  leurs  excentricités  ;  ces  orbites  ne  font  qu'os- 
ciller autour  d'un  état  moyen  d'ellipticilé ,  dont  elles  s'écartent 
peu ,  en  conservant  les  mêmes  grands  axes  :  leurs  excentricités 
sont  toujours  assujéties  à  cette  condition ,  savoir  que  la  somme  de 
leurs  quarrés  multipliés  respectivement  par  les  masses  des  corps, 
et  par  les  racines  quarrées  des  grands  axes,  est  constamment  1^ 
même. 

58.  Lorsque  l'on  aura  déterminé  par  ce  qui  précède,  les 
valeurs  de  e  et  de  v;  on  les  substituera  dans  tous  les  termes  des 

expressions  de  r  ,  et  —  ,  données  dans  les  n"".  précédens ,  en  effa- 
çant les  termes  qui  renferment  le  temps  t,  hors  des  signes  sinus  et 
cosinus.  La  partie  elliptique  de  ces  expressions  sera  la  même  que 
dans  le  cas  de  l'orbite  non  troublée ,  avec  la  seule  différence  que 
l'excentricité  et  la  position  du  périhélie ,  seront  variables  ;  mais 
les  périodes  de  ces  variations  étant  fort  longues,  à  raison  de  la 
petitesse  des  masses  m  ,  m,  m",  &c. ,  relativement  à  M;  on  pourra 
supposer  ces  variations  proportionnelles  au  temps ,  pendant  un 
grand  intervalle  qui ,  pour  les  planètes ,  peut  s'étendre  à  plusieurs 
siècles ,  avant  et  après  l'époque  où  l'on  fixe  l'origine  du  temps. 
Il  est  utile  ,  pour  les  usages  astronomiques  ,  d'avoir  sous  cette 
forme,  les  variations  séculaires  des  excentricités  et  des  péri- 
hélies des  orbites  :  on  peut  facilement  les  conclure  des  formules 
précédentes.  En  effet ,  l'équation  e2  =  h"  + 1%  donne  ede  -----  hdh + Idl; 
or  en  n'ayant  égard  qu'à  l'action  de  m',  on  a  par  le  n°.  55 , 
dh 

di  .       *•$ .        ,  • 

partant 

Qq  a 
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mais  on  a  h'I — hl'  =  ee'. s'm.  (V —  m)$  on  aura  donc 

^~  —  |       .  e  .  sin.  C«* — '  •*)  ; 

ainsï ,  en  ayant  égard  à  l'action  réciproque  des  différens  corps  m', 
m",  &c.,  on  aura 

•^-  =  [ô77].e'.sin.  Çv' — <?) a \.e". sin. (V — &)  +  &c.  ; 

—  =  ITT] .  e .  sin.  +  [TE] .  e".  sin.  (V'—  *>)  +  &c.  j 
t   

—  =  ["] .  e .  sin.  f-sr — <*")  +       .  e' .  sin.  (V —  *")  +  &c.  ; 
&c. 

h 

L'équation  tang. «  =  t,  donne  en  la  différentiant y 
e°-.d^=^l.dh  —  h.  dl. 

En  n'ayant  égard  qu'à  l'action  de  m',  et  substituant  pour  dh  et  dl ? 
leurs  valeurs ,  on  aura 

e~^^Co,i).(h*+r)-&v\.{hh'+ir}; 

ce  qui  donne 

à'*       ,       ^       1  1    e'  r  1  ^ 

—  =  (0, \)  —  1°. 1 1»  —  «cos.  (V  3 

dt  s 

on  aura  donc ,  en  vertu  des  actions  réciproques  des  corps  m ,  m', 

m",  &c, 

e'    e» 

(o,  i)  +  (o,a)  +  &c. — \°7±] . — .  cos.  (V — «-J  —  QTJ] .  — .  cos.  (V —  <&)  —  &c 

  e  ,    e" 

(i,o;  +  (us0  +  &c'~"  f.  113  -  -r  -cos,  (V  -i-  m}— lh2~]-j- cos.  <y-w>*-& 

r 

t:*,o>+ca,  1  ;+&c— Eilv  .cos.c^— <*";•— [î1±].—.cos.(<*'—  *■")— & 

Si  l'on  multiplie  ces  valeurs  de  —  ,  —  ,  tic. ,  — ,  — ,  Sec. ,  par 

le  temps  t,-  on  aura  les  expressions  différentielles  des  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies  ,  et  ces  expression» 
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qui  ne  sont  rigoureuses  que  lorsque  t  est  infiniment  petit ,  pour- 
ront cependant  servir  pendant  un  long  intervalle  ,  relativement 
aux  planètes.  Leur  comparaison  avec  des  observations  précises 
et  éloignées  entre  elles ,  est  le  moyen  le  plus  exact  de  déterminer 
les  masses  des  planètes  qui  n'ont  point  de  satellites.  On  a  pour  un 

,         ,  de      f"  dde 

temps  quelconque  t ,  l'excentricité  e  égale  a<?  +  ^^+~*j]r+  &c-  j 

e  '  57  '  5F  '       '  ^tant  relatifs  à  l'origine  du  temps  t,  ou  à  l'époque. 

de 

La  valeur  précédente  de  —  donnera  en  la  différentiant ,  et  en 
*  at 

'  îii    dde    d3e  „ 

observant  que  a,  a,  &c. ,  sont  constans,  les  valeurs  de  — ,  —,  &c.  ; 

Cl  t  Cl  L 

on  pourra  donc  continuer  aussi  loin  que  l'on  voudra  ,  la  série 
précédente,  et  par  le  même  procédé  ,  la  série  relative  à  mais 
relativement  aux  planètes  ,  il  suffira ,  dans  la  comparaison  des  ob- 
servations les  plus  anciennes  qui  nous  soient  parvenues ,  d'avoir 
égard  au  quarré  du  temps ,  dans  les  expressions  en  séries  ,  de  e , 

e',  &C. ,  '3T,  ■ar',  &c. 

5cj.  Considérons  présentement  les  équations  relatives  à  Ja  po- 
sition des  orbites.  Reprenons  pour  cela  les  équations  (5)  et  (4) 
du  n°.  53 , 

dp  m'ii        ,  _.,  .    .         , , 

•  dq      mn  , 


On  a  par  le  n°.  4g, 
on  a  ensuite  par  le  même  n°. , 


on  aura  donc 
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Le  second  membre  de  cette  équation  est  ce  que  nous  avons  désigné 

par  (0,1)  dans  le  n°.  55  •  on  aura  ainsi , 

j-=(o,\).(q'—q)  ; 

dq  •       '  , 

di=(°>1)-(p— P)  » 

De-là ,  il  est  aisé  de  conclure  que  les  valeurs  de  q  ,  p  ,  q',  p*é  &c. , 
seront  déterminées  par  le  système  suivant  d'équations  différen- 
tielles , 

dq 
dt 
dp 
dt 

^±  =  {(1,0)  +  (J,a)  +  &c. }  .p'—  (ho)  .p  —  (ï,2).p"—  &C. 

%  =—  {(l,o)  +  (h»)  +  &C.)  .q'  +  (l,o).q  +  (l,2).q"  +  tkc.  ' 

dq" 
dt 

dp" 


-{(0,l)  +  (0,2)  +  &C.}.p—(0,l).p'  —  (0,2).p"—&C. 
—  {(o,0  +  (o,2)  +  &c,}.q+(9,l).q'  +  (o,2).q"+&Lc. 


dt 
&c. 


:  {  ( 2,0;  +  ( 2,1)  —  &C.  }  .p"—  (2,0)  .p  —  (2,1;  ./—  &C. 

—  {2,o)+(2,l)  +  &C.}.q"+(2p).q+(2,l).q'+  &C 


Ce  système  d'équations  est  semblable  à  celui  des  équations  (^/)  d*u 
n°.  55  :  il  coincideroit  entièrement  avec  lui,  si  dans  les  équa- 
tions (^/)  ,  on  changeoit  h,  l,  h',  l',  &c. ,  en  q ,  p,  q',  p',  &c. , 
et  si  l'on  supposoit  |o,  i  |  =  (0,1)  ;  [TTô]  =  (1,  o) ,  &c.  ;  ainsi,  l'ana- 
lyse dont  nous  avons  fait  usage  dans  le  n°.  56  ,  pour  intégrer  les 
équations  {A) ,  s'applique  aux  équations  (C).  On  supposera  donc 

q  =  N  .cos.(gt+€)  +  N,  .cos.(g\*+é'J  +  jV2  .cos.(gJ+CJ+&c. 
p  =  2V  .sin.  (gt+e)+NI  ,am.(glt+çi)-i*N',  .sin.  (gj+e,)  +  &c 
q'  —  N'.coa.  (gt+  c)  4-  N/.  cos.  (g(t+  ej+ NJ.  cos.  (gj+  ej  +  &c. 
p'  =  N'.  sin,  (g  t+  C)  +  iy/.  sin.  (glt+  6J  +  NJ .  sin.  (gj+  CJ  +  &c. 
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et  l'on  aura  par  le  n°.  56 ,  une  équation  en  g  du  degré  i ,  et  dont 
les  diverses  racines  seront  g,  gt ,  g<>,  &c.  Il  est  facile  de  voir 
qu'une  de  ces  racines  est  nulle;  car  il  est  clair  que  l'on  satisfait  aux 
équations  (C)  ,  en  y  supposant  p  ,  p',  p",  &c.  ,  égaux  et  constans, 
ainsi  que  q,  q' ,  q" ,  &c.  ;  ce  qui  exige  que  l'une  des  racines  de 
l'équation  en  g,  soit  zéro,  et  ce  qui  l'abaisse  au  degré  i — 1.  Les 
arbitraires  N~,  N,  ,  N',  &c.  C ,  ,  &c. ,  se  détermineront  par  la 
méthode  exposée  dans  le  n°,  56.  Enfin,  on  trouvera  par  l'analyse 
du  n°.  57 , 

consl^Cpt  +  q^.m.^  +  (p* +  q'*).m' .  \/â'+  &c.  ; 

d'où  l'on  conclura ,  comme  dans  le  11°.  cité ,  que  les  expression"»  de 
P>Ç  >p\  l'i  &c-  ? ne  renferment  ni  arcs  de  cercle,  ni  exponentielles , 
lorsque  les  corps  m  ,  m',  m",  &c. ,  circulent  dans  le  même  sens  ;  et 
qu'ainsi  ,  l'équation  en  g-,  a  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

On  peut  obtenir  deux  autres  intégrales  des  équations  (C).  En 
effet,  si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  m.  y/~â,  la 
troisième,  par  m! .  \/~â' ,  la  cinquième,  par  m",  j/a",  &c.  ;  on  aura 
en  vertu  des  relations  trouvées  dans  le  n°.  55 , 

de)  dri 
O  =  Yt'm'  +  ~~dî'm  '         ~{~  3 

ce  qui  donne  en  intégrant , 

constante  =  q.m.  \fâ  +  q'.m'.  \/~a' +  &c.  (1) 
On  trouvera  de  la  même  manière , 

constante  —p. m.  \/~â  +p'.m.  y/7â'+  &c.  (2) 
Nommons  <p  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  ,  sur  le  plan  fixe  ,  et  5, 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  cette  orbite  sur  le  même  plan; 

la  latitude  de  m  sera  à  très-peu  près,  tang.  p.  sin.  (nt+t  6),  En 

comparant  cette  valeur  à  celle-ci ,  q .  sin.  (n  t  +  s)  — p .  cos.  (n  £+  e) 
on  aura 

p  —  tang.  ? .  sin.  6  ;         q~  tang.  ? .  cos.  S  • 
d'où  l'on  tire 

tang.  ?  =  Vp'*  +  q"  ;       tang.  fl  =  -  ■ 

7 

on  aura  donc  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m ,  et  la  position  de  son 


O 
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nœud,  au  moyen  des  valeurs  dej>  et  de  q.  En  marquant  successi- 
vement d'un  trait,  de  deux  traits  ,  &c. ,  relativement  à  m,  m",  &c, 
les  valeurs  de  tang.  ?  et  de  tang.  ô;  on  aura  les  inclinaisons  des 
orbites  de  m,  m",  &c. ,  et  les  positions  de  leurs  nœuds  ,  au  moyen 
des  quantités  p',  q',  p",  q",  &c. 

La  quantité  V//p2+^%estmoinclrequelasommeiV-(-iV"[+iV:!+&c., 
des  coefficiens  des  sinus  de  l'expression  de  ç-y  ainsi,  ces  coefficiens 
étant  fort  petits  ,  puisque  l'orbite  est  supposée  peu  inclinée  au  plan 
fixe,  son  inclinaison  sur  ce  plan,  sera  toujours  peu  considérable; 
d'où  il  suit  que  le  système  des  orbites  est  aussi  stable  relativement 
à  leurs  inclinaisons ,  que  par  rapport  à  leurs  excentricités.  On 
peut  donc  considérer  les  inclinaisons  des  orbites,  comme  des  quan- 
tités variables  comprises  entre  des  limites  déterminées  ,  et  les 
mouvemens  des  nœuds,  comme  n'étant  pas  uniformes.  Ces  varia- 
tions sont  très -sensibles  dans  les  satellites  de  Jupiter,  et  nous 
verrons  dans  la  suite  ,  qu'elles  expliquent  les  phénomènes  singu- 
liers observés  dans  l'inclinaison  de  l'orbite  du  quatrième  satellite. 

Des  expressions  précédentes  de  p  et  de  q ,  résulte  ce  théorème  : 

Que  l'on  imagine  un  cercle  dont  l'inclinaison  au  plan  fixe 
soit  iV,  et  dont  gt+€  soit  la  longitude  du  nœud  ascendant;  que 
sur  ce  premier  cercle ,  on  imagine  un  second  cercle  qui  lui  soit 
incliné  de  N,  ,  et  dont  soit  la  longitude  de  son  intersection 

avec  le  premier  cercle  ;  que  sur  ce  second  cercle ,  on  imagine  un 
troisième  cercle,  qui  lui  soit  incliné  de  Nz ,  et  dont  gj+  ^  soit 
la  longitude  de  son  intex'section  avec  le  second  cercle  ,  et  ainsi  de 
Suite  ;  la  position  du  dernier  cercle  sera  celle  de  l'orbite  de  m. 

En  appliquant  la  même  construction,  aux  expressions  de  h  et 
de  /  du  n°.  56  ;  on  voit  que  la  tangente  de  l'inclinaison  du  dernier 
cercle  sur  le  plan  fixe  ,  est  égale  à  l'excentricité  de  l'orbite  de  m , 
et  que  la  longitude  de  l'intersection  de  ce  cercle ,  avec  le  même 
plan  ,  est  égale  à  celle  du  périhélie  de  l'orbite  de  m. 

6  O .  Il  est  utile  ,  pour  les  usages  astronomiques ,  d'avoir  les 
yariations  différentielles  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites. 
Four  cela ,  reprenons  les  équations  du  n°.  précédent^ 

tang.  <p  =  V p%  +  q*  ;       tang.  &  =■  -. 

Eu 
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En  les  différentiant,  on  aura 

clip  =  dp.  sin.  9  +  dq.  cos.  9  ; 
dp. cos. S  — dq.sin.ô 


tant 


Si  l'on  substitue  pour  dp  et  dq,  leurs  valeurs  données  par  les 
équations  (C)  du  n°.  précédent,  on  aura 

dp 

~dt  tan§-     sin-  C9  —  6')  +  (o,  2).  tang.  ?".  «in  (8  —  6")  +  &c. 

^=-{ro,i;+ro^;+&c.}+(fo,ï;.H^.cos.rô. 

tang.  ?  v 
,   .       ,  tang.  œ" 

+  fo,a;.— 2— .cos.     —  &c: 
tang.  ç  « 

on  aura  pareillement , 
d*' 

~  =  (i,o).  tang. ? . sin.  (B'—  8J :+(i,a).  tang.  a*. sin. ($'—  6")  +  &c.: 

^-  =  -{r1,o;  +  r1,2;+&c.}+ri;0;.tans4.cos. 

tang.  j  v  * 

,  tans;.  n>" 

+  (i,2).ZT^—l.cos.(Q,—0"J+  &c. 


&c. 


tang.  ç 


Les  Astronomes  rapportent  les  mouvemens  célestes,  à  l'orbite 
mobile  de  la  terre  ■  c'est  en  effet,  du  plan  de  cette  orbite,  que 
nous  les  observons-  il  importe  donc  de  connoître  les  variations 
des  noeuds  et  des  inclinaisons  des  orbites ,  relativement  à  l'éclip* 
tique.  Supposons  ainsi,  que  l'on  veuille  déterminer  les  variations 
différentielles  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites ,  relati- 
vement k  l'orbite  de  l'un  des  corps  m  ,  m',  m",  &c. ,  par  exemple, 
à  l'orbite  de  m.  Il  est  clair  que  q.sin.(n't+i' )—p.Cos.(n't+/) 
seroit  la  latitude  de  m'  au-dessus  du  plan  fixe,  s'il  étoit  en  mou- 
vement sur  l'orbite  de  m.  Sa  latitude  au-dessus  du  même  plan  , 
est/.sin.^+O  - p'.  cos.  (n't+e');  or  la  différence  de  ces  deux 
latitudes  est  à  très-peu  près  la  latitude  de  m'  au-dessus  de  l'orbite 
de  m  ;  en  nommant  donc  ?>/  l'inclinaison  ,  et  8/  la  longitude  du 
nœud  de  l'orbite  de  m'  sur  l'orbite  de  m ,  on  aura  par  ce  qui 
précède , 

tang.  fj  =  \Z(p'—p)~+(q>  —  qy  .       tang.  8/  » 

q  —  q 

Mjjcan.  cèu  Tome  I.  XI  r 
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Si  l'on  prend  pour  plan  fixe  ,  celui  de  l'orbite  de  m,  à  une  époque 
donnée  ;  on  aura  à  cette  époque  ,  p  =  o,  q  =  o;  mais  les  différen- 
tielles dp  et  dq  ne  seront  pas  nulles  ;  ainsi  L'on  aura 

cU't  =  (dp— dp ) . sin. fl'  +  ( dq'—  dq) . cos. S'  ; 

(dp  —  dp).cosJ'—(dq'—dq) .  sin.  fl' 

d  9,  —  ;  • 

'  tang.  ç 

En  substituant  pour  dp,  dq,  dp',  dq',  &c. ,  leurs  valeurs  donnes 
par  les  équations  (  C)  du  n°.  précédent  ;  on  aura 

^={Cij2;-(-o,2;}.tang.(p".sin.râ'-9"; 
dt      +{0,5;-roJ5;}.tang.9"'.sin.r9'  — 9'";+ 

É  i  +{r1,a;-ro,a;}.t^.cos.rô'-o  ,||; 

+  {ri;3;-ro,3;}.^;'.cos.r9'-r;+&c. 

Jl  est  facile  de  conclure  de  ces  expressions  ,  les  variations  des 
nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  des  autres  corps  m",  m" ,  &ç. , 
sur  l'orbite  mobile  de  m. 

6l  .  Les  intégrales  trouvées  précédemment,  des  équations  dif- 
férentielles qui  déterminent  les  variations  des  élémens  des  orbites, 
ne  sont  qu'approchées,  et  les  relations  qu'elles  donnent  entre  tous 
ces  élémens ,  n'ont  lieu  qu'en  supposant  les  excentricités  des  or- 
bites et  leurs  inclinaisons,  fort  petites.  Mais  les  intégrales  (4),  (5),  (6) 
et  (7),  auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  9,  donnent 
ces  mêmes  rapports ,  quelles  que  soient  les  excentricités  et  les  incli- 
naisons. Pour  cela,  nous  observerons  que  xdy  J  JL  est  le  double 

de  l'aire  décrite  durant  l'instant  dt,  par  la  projection  du  rayon 
vecteur  de  la  planète  m  ,  sur  le  plan  des  x  et  desj.  Dans  le  mou- 
vement elliptique ,  si  l'on  néglige  la  masse  de  la  planète  ,  vis-à-vis 
de  celle  du  soleil,  prise  pour  unité  ;  on  a  par  les  nos.  19  et  20, 
relativement  au  plan  de  l'orbite  de  m , 

xdy— ydx        f —  — 
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Pour  rapporter  au  plan  fixe ,  l'aire  sur  l'orbiLe  ,  il  faut  la  mul- 
tiplier par  le  cosinus  de  l'inclinaison  p ,  de  l'orbite  à  ce  plan  ;  on 
aui'a  donc  par  rapport  à  ce  plan  ,, 

xdy — ydx 


dt 


=  COS. 


i+tang.1?  * 


on  aura  pareillement , 

xdy  — ydx 
dt 


V       1  +t£ 


+  tang.*q>'  ' 


&c. 

Ces  valeurs  de  xdy — ydx,  x'dy' — y'dx\  &c. ,  peuvent  être  eraj 
ployées  ,  lorsque  l'on  fait  abstraction  des  inégalités  du  mouvement 
des  planètes,  pourvu  que  l'on  considère  les  élémens  e,  e',  &c. , 
<p ,  <?',  &c. ,  comme  variables  ,  en  vertu  des  inégalités  séculaires  ; 
l'équation  (4)  du  n°.  g,  donnera  donc  alors 


m 


r        î  -j-tang.2  ï>  i  +  tang.2^ 


+  2. mm' 


'■{ 


(x —  x).(dy —  dy) —  (y' — y).(dx' — dx) 
dt 


En  négligeant  ce  dernier  terme  qui  reste  toujours  de  l'ordre  mrnt 
on  aura 


=  m  .  Y/  — ■  —  +  m  .  1/  — — 


&C 


-l-tang.1?  '         V-  î+tang.'V 

Ainsi  ,  quels  que  soient  les  changemens  que  la  suite  des  temps 
apporte  aux  valeurs  de  e ,  e',  &c. ,  ç>,  pf,  &c. ,  en  vertu  des  varia- 
tions séculaires  ;  ces  valeurs  doivent  toujours  satisfaire  à  l'équa- 
tion précédente. 

Si  l'on  néglige  les  quantités  très-petites  de  l'ordre  ou  e*p% 
cette  équation  donnera 

c  —m.  [fâ+m' .  \/~a  +  &c.  —  ^.m.  \/~â.  {V+tang.°?} 
—  *-.m!.\fâ'.  {e'a  +  tang.V}—  &c.  ; 
et  par  conséquent ,  si  l'on  néglige  les  quarrés  de  e ,  e',  ? ,  &c. ,  on 
aura  m.  \fa-\-m! .  \/rà'  +  &c.  constant.  On  a  vu  précédemment,  que 
si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  de  la  force  perturba- 
trice, a,  a',  &c.  sont  constans  séparément  ;  l'équation  précédente 


i 
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donnera  donc ,  en  négligeant  les  quantités  très-petites  de  l'ordre  e*f 

ou  e°  p' , 

const.=  m.\/r7î.  {e'-l-tang.2?}  +m'.\/râ'.  (e'2-j-tang.2 <?'}  +  &c.  ; 

Dans  la  supposition  des  orbites  presque  circulaires  ,  et  peu  incli- 
nées les  unes  aux  autres ,  les  variations  séculaires  des  excentricités 
des  orbites  ,  sont  par  le  n°.  55  ,  déterminées  au  moyen  d'équa- 
tions différentielles  indépendantes  des  inclinaisons,  et  qui  par  con- 
séquent sont  les  mêmes  que  si  les  orbites  étoient  dans  un  même 
plan  ■  or  on  a  dans  cette  bypotlièse  ,  ç  —  o  ,  p'  =  o,  &c.  ;  l'équa- 
tion précédente  devient  ainsi  , 

const.  =  e*m.  i/H+e'*  m' .  \Ta  +e"î  .m' .  \/ra"+  &c; 
équation  à  laquelle  nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  n°.  5<]. 

Pareillement,  les  variations  séculaires  des  inclinaisons  des  or- 
bites ,  sont  par  le  n°.  5g  ,  déterminées  au  moyen  d'équations  diffé- 
rentielles indépendantes  des  excentricités ,  et  qui  par  conséquent 
sont  les  mêmes  que  si  les  orbites  étoient  circulaires  ;  or  on  a  dans 


cette  hypothèse  ,  e 


e  =  o ,  &c. j  partant,  on  aura 


const.— m.  ^/tz.  tang.  2?  +  ot'.  \fa  .  tang. 2 p'  +  m" .  v/â".tang.>//+ &c, 
équation  à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  5q. 
Si  l'on  suppose,  comme  dans  ce  dernier  n°. , 

p  =  tang.  <z> .  sin.  Ô  ;       q  —  tang.  <p .  cos.  6  ; 

il  est  facile  de  s'assurer  que  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan 
des  x  et  des  y,  étant  p ,  et  la  longitude  de  son  noeud  ascendant  ^ 
comptée  de  l'axe  des  x,  étant  9  ,•  le  cosinus  de  l'inclinaison  de  cette 
orbite  sur  le  plan  des  x  et  des  z  ,  sera 

<7 


\/ 1  +  tang.2? 
.   ,.  .   ,  xdy — y  dx 

En  multipliant  cette  quantité  par  —  Jt  — ,  ou  par  sa  valeur 


V  d.  (1  —  e*)  ,  on  aura  la  valeur  de 


dt 

x dz  —  z d x 
dt 


;  l'équation  (  5  )  du 


n°.  9  y  donnera  donc ,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre 

c'  =  m.q.V/  —  -+m'.q'.\/  ~i  ^+&c. 

1    v       1  +  tang.2  3  3     v       1  +  tang.y 
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On  trouvera  pareillement  que  l'équation  (6)  du  n°.  9,  donne 

c  =m.p.  \/  — —  —.+m'.p>.  1/  _J  '  +  &c- 

i+tang.aî  y      K  i+tang.V 

Si 'dans  ces  deux  équations  ,  on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  e\ 
ou  e2 .  0  ;  elles  deviennent 

const.  ~mq.  \/â  +  m 'q'. \fa  +  &c. 

const.  =mp.  \/~a  +  m'p'.\/~â' +  &c,  3 
équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  n°.  5g, 

Enfin,  l'équation  (7)  dan9,  g  ,  donnera,  en  observant  que  par 
-,       0      9    V-  91*       (dx*  +dy*  +  dz*) 

11  '  1   '  a  ~  7  dî*  '  et  en  néë^Seant  les  quantités 

de,  l'ordre  m  m' , 

m     m'  m" 
const.  =  —  +  —  +  __+  &c. 

a      a  a' 

Ces  diverses  équations  subsistent  eu  égard  aux  inégalités  à  très- 
longues  périodes  ,  qui  peuvent  affecter  les  élémens  des  orbites  de;re, 
m',  &c.  Nous  avons  observé  dans  le  n°.  54 ,  que  le  rapport  des 
moyens  mouvemens  de  ces  corps,  peuvent  introduire  dans  les  ex- 
pressions des  grands  axes  des  orbites  considérées  comme  variables, 
des  inégalités  dont  les  argurnens  proportionnels  au  temps,  croissent 
avec  beaucoup  de  lenteur ,  et  qui  ayant  pour  diviseurs ,  les  coeffi- 
ciens  du  temps  t,  dans  ces  argurnens  ,  peuvent  devenir  sensibles. 
Or  il  est  visible  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui  ont  de 
semblables  diviseurs  ,  et  en  considérant  les  orbites  comme  des 
ellipses  dont  les  élémens  varient  à  raison  de  ces  termes  ,  les  inté- 
grales (4),  (5),  (6)  et  (7)  du  n°.  g,  donneront  toujours  les 
relations  que  nous  venons  de  trouver  entre  ces  élémens  ;  parce 
que  les  termes  de  l'ordre  mm'  que  nous  avons  négligés  dans  ces 
intégrales ,  pour  en  conclure  ces  relations  ,  n'ont  point  pour  divi- 
seurs, les  très-petits  coefficiens  dont  nous  venons  de  parler,  ou 
du  moins,  ils  ne  les  renferment,  que  multipliés  par  une  puis- 
sance des  forces  perturbatrices,  supérieure  à  celle  que  l'on  con- 
sidère. 

62.  Nous  avons  observé  dans  les  n0'.  21  et  22  du  premier 
Livre ,  que  dans  le  mouvement  d'un  système  de  corps ,  il  existe  un 
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plan  invariable  ou  conservant  toujours  une  situation  parallèle, 
qu'il  est.  facile  dearetrouver  dans  tous  les  temps  ,  par  cette  condi- 
tion ,  que  la  somme  des  masses  du  système ,  multipliées  respec- 
tivement par  les  projections  des  aires  décrites  par  leurs  rayons 
vecteurs ,  dans  un  temps  donné  ,  est  un  maximum.  C'est  principa- 
lement dans  la  théorie  du  système  solaire,  que  la  recherche  de 
ce  plan  est  importante ,  vu  les  mouvemens  propres  des  étoiles  et  de 
l'écliptique ,  qui  rendent  très-difficile  aux  Astronomes  ,  la  déter- 
mination précise  des  mouvemens  célestes.  Si  l'on  nomme  y  l'incli- 
naison de  ce  plan  invariable  ,  sur  celui  des  x  et  des  y  ,  et  n  la  lon- 
gitude de  son  nœud  ascendant  ;  il  résulte  de  ce  que  nous  avons 
démontré  dans  les  nos.  21  et  22  du  premier  Livre,  que  l'on  aura 

c"  c 

tang.  >.sin.n  =—  ;       tang.>.  cos.  n=  —  ; 

c  c 

et  par  conséquent , 

m.  \/  a.(i — e*)  .sin.Q  .sin.8-{-Tri  .\/ d  .(1  —  e'2J.sin.iç>'.sin.fl'+8cc. 

tang.>.sin.n=  —  — _ —  

m.\/ a.(i—  eV-cos.ç+m'.  y  a'  .(1  —  e'2J.cos.  ?'+&c. 

m.  \fa.(  1 — e^J.sin.tp.cos.O-f-m'.v/a'-fi — e'2j.sin.î'.cos.S'+  &c. 

tang.>-.cos.n=  ==  '  • 

m.  y/a.fi  —  e*)  .cos.?  +m'.^/  à .  (1—  e'1) .  cos.  ?'+  &c. 

On  déterminera  facilement,  au  moyen  de  ces 'valeurs,  les  deux 
angles  y  et  n.  On  voit  que  pour  déterminer  le  plan  invariable , 
il  faudroit  connoître  les  masses  des  comètes  ,  et  les  élémens  de 
leurs  orbites  ;  heureusement ,  ces  masses  paraissent  être  fort  petites, 
en  sorte  que  l'on  peut ,  sans  erreur  sensible ,  négliger  leur  action 
sur  les  planètes  5  mais  le  temps  seul  peut  nous  éclairer  sur  ce  point. 
On  peut  observer  ici ,  que  relativement  à  ce  plan  invariable  ,  les 
valeurs  de  p  ,  q ,  p',  q',  &c.  ,  ne  renferment  point  de  termes  cons- 
tans  ;  car  il  est  visible  ,  par  les  équations  (C)  du  n°.  59  ,  que  ces 
termes  sont  les  mêmes  pour  p  ,  p%  p",  &c. ,  et  qu'ils  sont  encore  les 
mêmes  pour  q,  q\  q",  &c.  ;  et  comme  relativement  au  plan  inva- 
riable ,  les  constantes  des  premiers  membres  des  équations  (  1  ) 
et  (2)  du  n°.  5g  ,  sont  nuls  ;  les  termes  constans  disparaissent  en 
vertu  de  ces  équations  ,  des  expressions  de  p ,  p',  &c,  q ,  q',  &C. 
Considérons  le  mouvement  de  deux  orbites,  en  les  supposant 
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inclinées  l'une  à  l'autre ,  d'un  angle  quelconque  ;  on  aura  par  le 
nu.  61  , 

c'  —  sin.  <p .  cos.  9 .  m.  V  a.(i—e*)  +  sin.  <p'.  cos.  9' .  m'.  Va' .  (\  —  e*)  > 
c"==  sin. ? . sin.  9 . m .  V"a.(i— e>)  +  sin. p' . sin.  9' . /«' .  Va  .'(x  —  e")  ; 
Supposons  que  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  le  mouvement  des 
orbites  ,  soit  le  plan  invariable  dont  nous  venons  de  parler,  et  par- 
rapport  auquel  les  constantes  des  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions ,  sont  nulles,  comme  on  l'a  vu  dans  les  n°,s.  21  et  22  du 
premier  Livre.  Les  angles  p  et  p'  étant  positifs ,  les  équations  pré- 
cédentes donnent  les  suivantes  : 

m .  Va.  (v—e*)  .  sin.  p  —  m'.  Va.  (  i  —  e'*) .  sin.  /  ; 
sin.  9  =  —  sin.  9'  ;       cos.  9  =—  cos. 9'  ■ 

d'où  l'on  tire  9'  =  9+  la  demi -circonférence;  les  nœuds  des  orbites 
sont  par  conséquent  sur  la  même  ligne  ;  mais  le  nœud  ascendant 
de  l'une  coincide  avec  le  nœud  descendant  de  l'autre  ;  en  sorte  que 
l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  ,  est  égale  à  p  +  ?'. 
On  a  par  le  n°.  61  , 

c  —  m.Va(\—é^).  cos.  p  +  m'.V  a'.(\  —  e'V-COS.ç'/ 
en  combinant  cette  équation  avec  la  précédente  entre  sin.  p  et 
sin.  <p',  on  aura 

2  m  c .  cos.  ? .  Va.(i—e')  =  c*  +  m\  a .  (i—e>)—m* .  a'.  (\—e'2). 
Si  l'on  suppose  les  orbites  circulaires  ,  ou  du  moins ,  assez  peu 
excentriques  pour  que  l'on  puisse  négliger  les  quarrés  de  leurs 
excentricités  ;  l'équation  précédente  donnera  p  constant  :  par  la 
même  raison  ,  p'  sera  constant  ;  les  inclinaisons  des  plans  des  orbites 
sur  le  plan  fixe ,  et  sur  elles-mêmes  ,  seront  donc  alors  constantes, 
et  ces  trois  plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Il  en 
résulte  que  la  variation  moyenne  instantanée  de  cette  intersection 
est  toujours  la  même  ;  puisqu'elle  ne  peut  être  qu'une  fonction 
de  ces  inclinaisons.  Lorsqu'elles  sont  fort  petites,  on  trouvera 
facilement  par  le  n°.  60 ,  et  en  vertu  de  la  relation  précédente 
entre  sin.?  et  sin.?',  que  pour  le  temps  t,  le  mouvement  de  cette 
intersection  est  —  {(o,  i)  +  (i?o)}.t. 


5-20  MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

La  position  du  plan  invariable  auquel  nous  venons  de  rapporter 
le  mouvement  des  orbites,  est  facile  à  déterminer  pour  un  instant 
quelconque  ;  car  il  ne  s'agit  que  de  partager  l'angle  de  l'inclinaison 
mutuelle  des  orbites ,  en  deux  angles  <p  et  <p',  tels  que  l'on  ait  l'équa- 
tion précédente  entre  sin.p  et  sin.  pf-.  En  désignant  donc  par  & ,  cette 
mutuelle  inclinaison ,  on  aura 

i'.  \/  a'  .(i — e'^-sin.* 


taïig.  <p  ■ 


m 


\f a-(i— e*)  +  jn'.  V a! .(\  —  e'V-cos-  V 


CHAPITRE 
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CHAPITRE  VIII. 

Seconde  méthode  d'approximation  des  mouvemens  célestes. 

63.  O  N  a  vu  dans  le  Chapitre  II,  que  les  coordonnées  des  corps 
célestes ,  rapportées  aux  foyers  des  forces  principales  qui  les 
animent  ,  sont  déterminées  par  des  équations  différentielles  du 
second  ordre.  Nous  avons  intégré  ces  équations  dans  le  Chapitre  III, 
en  n'ayant  égard  qu'aux  forces  principales  ,  et  nous  avons  fait  voir 
que  dans  ce  cas  ,  les  orbites  sont  des  sections  coniques  dont 
les  élémens  sont  les  constantes  arbitraires  introduites  par  les  inté- 
grations. Les  forces  perturbatrices  n'ajoutant  que  de  petites  iné- 
galités ,  au  mouvement  elliptique;  il  est  naturel  de  chercher  à 
ramener  aux  loix  de  ce  mouvement ,  le  mouvement  troublé  des 
corps  célestes.  Si  l'on  applique  aux  équations  différentielles  du 
mouvement  elliptique,  augmentées  des  petits  termes  dus  aux  forces 
perturbatrices,  la  méthode  d'approximation  exposée  dans  le  n°.45; 
on  pourra  encore  considérer  les  mouvemens  célestes  dans  les  or- 
bites rentrantes  ,  comme  étant  elliptiques  ;  mais  les  élémens  de 
ce  mouvement,  seront  variables,  et  l'on  aura  leurs  variations  par 
cette  méthode.  Il  en  résulte  que  les  équations  du  mouvement  , 
étant  différentielles  du  second  ordre  ,  non-seulement  leurs  inté- 
grales finies  ,  mais  encore  leurs  intégrales  infinimen  t  petites  du 
premier  ordre ,  sont  les  mêmes  que  dans  le  cas  des  ellipses  inva- 
riables ;  en  sorte  que  l'on  peut  différentier  les  équations  finies  du 
mouvement  elliptique,  en  traitant  les  élémens  de  ce  mouvement, 
comme  çonstans.  Il  résulte  encore  de  la  même  méthode  ,  que  les 
équations  de  ce  mouvement ,  différentielles  du  premier  ordre  , 
peuvent  être  différentiées ,  en  n'y  faisant  varier  que  les  élémens 
des  orbites ,  et  les  premières  différences  des  coordonnées  ;  pourvu 
qu'au  lieu  des  différences  secondes  de  ces  coordonnées,  on  ne  subs- 
titue que  la  partie  de  leurs  valeurs,  due  aux  forces  perturbatrices. 
Mécan,  cél,  Tome  I.  S  s 
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Ces  résultats  peuvent  être  immédiatement  tires  de  la  considéra^ 
tion  du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela ,  concevons  une  ellipse  passant  par  une  planète  et  par 
l'élément  de  la  courbe  qu'elle  décrit ,  et  dont  le  centre  du  soleil 
occupe  le  foyer.  Cette  ellipse  est  celle  que  la  planète  décrirait  inva- 
riablement ,  si  les  forces  perturbatrices  cessoient  d'agir  sur  elle. 
Ses  élémens  sont  constans  pendant  l'instant  dt  ;  mais  ils  varient 
d'un  instant  à  l'autre.  Soit  donc  T^—o,  une  équation  fi,nie  à  l'ellipse 
invariable  ,  tétant  fonction  des  coordonnées  rectangles  x,j,  z  , 
et  des  paramètres  c,  c',  &c.  ,  qui  sont  fonctions  des  élémens  du 
mouvement  elliptique.  Cette  équation  aura  encore  lieu  pour  l'el- 
lipse variable  ;.  mais  les  paramètres  c ,  c' ,  &c. ,  ne  seront  plus  cons- 
tans. Cependant ,  puisque  cette  ellipse  appartient  à  l'élément  de 
la  courbe  décrite  parlaplanète,  durant  l'instant  dt;  l'équation  =o 
aura  encore  lieu  pour  le  premier  et  le  dernier  point  de  cet  élé- 
ment ,  en  regardant  c ,  c',  &c. ,  comme  constans.  On  peut  donc 
différentiel'  cette  équation  une  première  fois,  en  n'y  faisant  varier 
que  x,  j,  z  ,  ce  qui  donne 


On  voit  ainsi  la  raison  pour  laquelle  les  équations  finies  de  l'ellipse 

invariable ,  peuvent ,  dans  le  cas  de  l'ellipse  Arariable  ,  être  diffé- 

rentiées  une  première  fois  ,  en  traitant  les  paramètres  comme 

constans.  Par  la_.mème  raison  ,  toute  équation  différentielle  du 

premier  ordre ,  à  l'ellipse  invariable ,  a  également  lieu  pour  l'ellipse 

variable  j  car  soit  P!"  '  ==o  une  équation  de  cet  ordre,  W  étant 

dx      dy      dz  ,  , 

fonction  de  x ,  y,  z ,  — ,  -~  >  ~t~  et  des  paramètres  c  ,  c  ,  &c- 

Il  est  clair  que  toutes  ces  quantités  sont  les  mêmes  pour  l'ellipse 
variable ,  que  pour  l'ellipse  invariable  qui  coincide  avec  elle,  pen- 
dant l'instant  dt. 

Présentement,  si  nous  considérons  la  planète,  à  la  fin  de  l'ins- 
tant dt ,  ou  au  commencement  de  l'instant  suivant  ;  la  fonction  Vf. 
ne  variera  de  l'ellipse  relative  à  l'instant  dt,  à  l'ellipse  consécu- 
tive ,  que  par  la  variation  des  paramètres ,  puisque  les  coor- 
données x,  y ,  z,  relatives  à  la  fin  du  premier  instant,  sont  les 
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mêmes  pour  ces  deux  ellipses  ;  ainsi  ,  la  fonction  V  étant  nulle , 
on  a 

°  =  (ï7)-dc'+ *<>■■>  ï$ 

Cette  équation  peut  se  déduire  encore  de  l'équation  p^=zo,  en  y 
faisant  varier  à  la  fois ,  *  ,  y  ,  z  ,  c ,  c,  &c.  ;  car  si  l'on  retranche 
l'équation  (i),  de  cette  différentielle,  on  aura  l'équation  (ï). 

En  différentiant  l'équation  (i) ,  on  aura  une  nouvelle  équation, 
en  de,  de',  &c. ,  qui  avec  l'équation  (ï'),  servira  à  déterminer 
les  paramètres  c  ,  c',  &c.  C'est  ainsi  que  les  G  éomètres  qui  se  sont 
occupés  les  premiers  ,  de  la  théorie  des  perturbations  célestes,  ont 
déterminé  les  variations  des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  : 
mais  on  peut  simplifier  cette  dilférentiation ,  de  la  manière  sui- 
vante, 

Considérons  généralement  l'équation  différentielle  du  premier- 
ordre  V~'  —  o,  équation  qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  convient 
également  à  l'ellipse  variable,  et  à  l'ellipse  invariable  qui,  dans 
l'instant  dt ,  coïncide  avec  elle.  Dans  l'instant  suivant,  cette  équa- 
tion convient  encore  aux  deux  ellipses ,  mais  avec  cette  différence, 
que  c  ,  c,  &c. ,  restent  les  mêmes  dans  le  cas  de  l'ellipse  invaria- 
ble ,  au  lieu  qu'ils  changent  avec  l'ellipse  variable.  Soit  V"  ce  que 
devient  V,  lorsque  l'ellipse  est  supposée  invariable  ;  soit       ce  que 
devient  cette  même  fonction  ,  dans  le  cas  de  l'ellipse  variable.  Il 
est  clair  que  pour  avoir  W'\  il  faut  changer  dans  V ,  les  coordon- 
nées x,  y ,  z,  qui  sont  relatives  au  commencement  du  premier 
instant  dt,  dans  celles  qui  sont  relatives  au  commencement  du 
second  instant;  il  faut  ensuite  ,  augmenter  les  différences  première^ 
dx ,  dy ,  dz  ,  respectivement  des  quantités  ddx,  ddy,   ddz , 
relatives  à  l'ellipse  invariable ,  l'élément  dt  du  temps ,  étant  sup- 
posé constant. 

Pareillement ,  pour  avoir  V'n  il  faut  changer  dans  V ,  les  coor- 
données x ,  y .,  z  ,  dans  celles  qui  sont  relatives  au  commencement 
du  second  instant,  et  qui  sont  encore  les  mêmes  dans  les  deux 
ellipses;  il  faut  ensuite  augmenter  dx,  dy,  dz ,  respectivement 
des  quantités  ddx,  ddy,  ddz  ;  enfin,  il  faut  changer  les  para- 
mètres c  ,  c',  &c. ,  dans  c-j-dc ,  c'-[-dc'-}  &c. 

S  s  a 
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Les  valeurs  de  ddx ,  ddy,  ddz,  ne  sont  pas  les  mêmes  dans 
les  deux  ellipses  ;  elles  sont  augmentées ,  dans  le  cas  de  l'ellipse 
variable,  des  quantités  dues  aux  forces  perturbatrices.  On  voit 
ainsi  que  les  deux  fonctions  k  "  et  V't  ne  diffèrent  qu'en  ce  que 
dans  la  seconde ,  les  paramètres  c,  c',  &c. ,  croissent  de  de ,  de',  &c.  ; 
et  les  valeurs  de  ddx,  ddy,  ddz,  relatives  à  l'ellipse  invariable  , 
y  sont  augmentées  des  quantités  dues  aux  forces  perturbatrices.  On 
formera  donc  Vj — K",  en  différentiant  V,  dans  la  supposition 
Aex,  y,  z,  constans ,  et  de  dx,  dy ,  dz ,  c,  c',  &c. ,  variables, 
pourvu  que  dans  cette  différentielle ,  on  substitue  pour  ddx  ,  ddy, 
ddz,  &c. ,  les  parties  de  leurs  valeurs,  uniquement  dues  aux  forces 
perturbatrices. 

Maintenant ,  si  dans  la  fonction  V" —  V,  on  substitue  au  lieu 

de  ddx,  ddy ,  ddz,  leurs  valeurs  relatives  au  mouvement  ellip- 

1  dx      dy      dz  , 

tique ,  on  aura  une  fonction  de  x  ,  y,  z,         — ,  —,c,c ■,  &c. , 

qui  dans  le  cas  de  l'ellipse  invariable,  est  nulle;  cette  fonction  est 
donc  encore  nulle  dans  le  cas  de  l'ellipse  variable.  On  a  évidem- 
ment dans  ce  dernier  cas,  T^! — V'  —  o;  puisque  cette  équation 
est  la  différentielle  de  l'équation  V  =0  :  en  en  retranchant  l'équa- 
tion V" —  V  —  o  ,  on  aura  V't —  V"  =  o.  Ainsi  l'on  peut  dans 
ce  cas,  différentier  l'équation  p^'  =  o,  en  n'y  faisant  varier  que  dx, 
dy,  dz,  c,  c',  &c. ,  pourvu  que  l'on  substitue  pour  ddx,  ddy, 
ddz  ,  les  parties  de  leurs  valeurs  ,  relatives  aux  forces  perturba- 
trices. Ces  résultats  sont  exactement  les  mêmes  que  ceux  auxquels 
nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  45 ,  par  des  considérations 
purement  analytiques  ;  mais  vu  leur  importance  ,  nous  avons  cru 
devoir  les  déduire  ici ,  de  la  considération  du  mouvement  ellip- 
tique. Cela  posé , 

6é.  Reprenons  les  équations  (P)  du  n°.  46, 
ddx     p  ■  x 

~+\dx~)> 


0  = 


d?  T 
ddy     (î.y  /dR\ 
°  =  -dF+  —  +  {-dy-)'' 

ddz     y.  .  z 


d? 


'{dz)' 
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Si  l'on  suppose  i?  s*  o,  on  aura  les  équations  du  mouvement  ellip- 
tique ,  que  nous  avons  intégrées  dans  le  Chapitre  III.  Nous 
sommes  parvenus  dans  le  n°.  18  ,  aux  sept  intégrales  suivantes  : 


xdy — ydx  ,     xdz — zdx  n      ydz — zdy 

'         dt  '  dt 


c  —        ;       c  —  ;          ;      c  =  —  ; 

dt  dt  dt 

\dy.dx  zdz.dx 
4 


dt2  dt* 

2  dz .  dy 


(P) 


(  u       /dx^  +  dz^)  xdx.dy 
j>       fdx*+dy*\]  _  xdx.dz  ydy.dz 

0=/  +z'\--~\—dï  ~~)\  +  ~~dF~ 

[j.        2  p.      /dx*-\-  dy2-\-  dz*\ 

°=^--r+{ — 2? — / 

Ces  intégrales  donnant  les  arbitraires  >  en  fonctions  des  coordon- 
nées et  de  leurs  premières  différences  ;  elles  sont  sous  une  forme 
très  -  commode ,  pour  déterminer  les  variations  de  ces  arbitraires. 
Les  trois  premières  intégrales  donnent  en  les  différentiant ,  et  en 
ne  faisant  varier  par  le  n°.  précédent ,  que  les  paramètres  c ,  c',  c", 
et  les  premières  différences  des  coordonnées  , 

x.ddy  —  \.d  dx  ,      x.ddz  —  z.ddx       _  ,,       y  .ddz—z.ddy 

dc  =  —J-dT  »  dc  =  dt  '  dc  =l  dt  

En  substituant ,  aû  lieu  de  ddx,  ddj,  ddz,  les  parties  de  leurs 
valeurs  dues  aux  forces  perturbatrices  ,  et  qui  en  vertu  des  équa- 

tions  différentielles  (F) ,  sont  —  dt" .  (-)  ,—dt> .         ,-dt* .  \^J>' 


on  aura 


On  a  vu  dans  les  noS.  18  et  19  ,  que  les  paramètres  c,  c',  c",  déter- 
minent trois  élémens  de  l'orbite  elliptique,  savoir ,  l'inclinaison  ? 
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de  l'orbite,  sur  le  plan  des  x  et  desjK,  et  la  longitude  9  de  son  nœud, 
au  moyen  des  équations 

tang.  9  =   ;     tang.  6  =  ~  ■ 

C  C 

et  le  demi-paramètre  a.  ( î — e1),  de  l'ellipse,  au  moyen  de  l'équation 

jk  a .  (  1  —  e  V  =  c"  +  c"'  +  c"\ 
Ces  mêmes  équations  subsistent  encore  dans  le  cas  de  l'ellipse 
variable  ,  pourvu  que  l'on  détermine  c ,  c,  c",  au  moyen  des  équa- 
tions différentielles  précédentes.  On  aura  ainsi  le  paramètre  do 
l'ellipse  variable  ,  son  inclinaison  sur  le  plan  fixe  des  x  et  des  y , 
et  la  position  de  son  nœud. 

Les  trois  premières  des  équations  (p)  nous  ont  donné  dans  le 
n°.  ig,  l'intégrale  finie  ,  o  =  c"x —  cj+cz  :  cette  équation  sub- 
siste encore  dans  le  cas  de  l'ellipse  troublée  ,  ainsi  que  sa  première 
différence,  o  =  c".  dx—  c  .  dy  +  c.  dz7  prise  en  regardant  c,  c',  c"} 
comme  constans. 

Si  l'on  différentie  la  quatrième ,  la  cinquième  et  la  sixième  des 
intégrales  (p  )  ,  en  n'y  faisant  varier  que  les  paramètres  f,  f,  f", 
et  les  différences  dx,  dy ,  dz  ;  si  l'on  substitue  ensuite,  au  lieu 

de  ddx,  ddy ,  ddz  ,  les  quantités  — r^*(^~)>  — ^t**  (~~~)  » 

~—  df  A-j—  J ,  on  aura 

+  Cydx—xdy).(^j  +  (zdx  —  xdz).^^  y 
+  (xdy—ydx).(-J^  +  (zdy~ydz).  (jj^jf 

^=MK£)-K£)}+*-K£M£)} 


+  (xdz  —  zdx).^^j+(ydz-~-zdy), 


(I) 
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Enfin,  la  septième  des  intégrales  (p),  différentiée  de  la  même 
manière ,  donnera  la  variation  du  demi-grand  axe  a ,  au  moyen 
de  l'équation 

d.  —  —  2.di?, 

a 

la  différentielle  6.R  se  rapportant  aux  seules  coordonnées  x ,  y,  z  , 
du  corps  m. 

Les  valeurs  de/;  f,  f",  déterminent  la  longitude  de  la  projec- 
tion du  périhélie  de  l'orbite,  sur  le  plan  fixe,  et  le  rapport  de 
l'excentricité  au  demi-grand  axe  ;  car  I  étant  la  longitude  de  cette 
projection  ,  on  a  par  le  n°.  ig, 

taag.I=Çs  . 

et  e  étant  le  rapport  de  l'excentricité  au  demi-grand  axe  ,  on  a  par 
le  même  n°. , 

Ce  rapport  peut  encore  être  déterminé,  en  divisant  le  demi-para- 
mètre a.(\ —  ea) ,  par  le  demi-grand  axe  a  :  le  quotient  retranché 
de  l'unité,  donnera  la  valeur  de  é*. 

Les  intégrales  (p  )  ont  donné  par  l'élimination  ,  dans  le  n°.  ig , 
l'intégrale  finie ,  o  =  u  r —  h*-hfx-hf'y+f"z  :  cette  équation  sub- 
siste encore  dans  le  cas  de  l'ellipse  troublée  ,  et  elle  détermine  à 
chaque  instant,  la  nature  de  l'ellipse  variable.  On  peut  la  différen- 
tiel-, en  regardant  f,  f,  f",  comme  constans  ,  ce  qui  donne 
o  =  /«  d  r-hf  d  x  +f  'dj  +f  'dz. 

Le  demi-grand  axe  a  donne  le  moyen  mouvement  de  m,  ou  plus 
exactement,  ce  qui  dans  l'orbite  troublée  ,  répond  au  moyen  mou- 
vement dans  l'orbite  non  troublée  ;  car  on  a  par  le  n°.  20 

n  —  a.  de  plus,  si  l'on  désigne  par  <?  le  moyen  mouve- 

ment de  m,  on  a  dans  l'orbite  elliptique  invariable  dÇ  —  ndt; 
cette  équation  a  également  lieu  dans  l'ellipse  variable  ,  puisqu'elle 
est  différentielle  du  premier  ordre.  En  la  différentiant,  on  aura 
dd£  =  dn.dt  j  or  on  a 
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partant 


Zan.dt.àE 


et  en  intégrant , 


f  —  —.ffandt.à.R. 


Enfin  ,  on  a  vu  dans  le  n°.  18 ,  que  les  intégrales  (p  )  n'équivalent 
qu'à  cinq  intégrales  distinctes ,  et  qu'elles  donnent  entre  les  sept 
paramètres ,  c ,  c',  c",  f,  f,  f",  et  e,  les  deux  équations  de  con- 
dition , 

o  =  fc"~fc'+fc; 

ces  équations  ont  donc  encore  lieu  dans  le  cas  de  l'ellipse  variable, 
pourvu  que  les  paramètres  soient  déterminés  par  ce  qui  précède. 
On  peut  d'ailleurs  s'en  assurer  facilement  à  posteriori. 

Nous  venons  de  déterminer  cinq  élémens  de  l'orbite  troublée, 
savoir ,  son  inclinaison ,  la  position  de  ses  nœuds ,  son  demi-grand 
axe  qui  donne  son  moyen  mouvement,  son  excentricité,  et  la 
position  du  périhélie.  Il  nous  reste  à  déterminer  le  sixième  élément 
du  mouvement  elliptique,  celui  qui  dans  l'ellipse  non  troublée  , 
répond  à  la  position  de  m  ,  à  une  époque  donnée.  Pour  cela,  re- 
prenons l'expression  de  dt  du  n°.  16, 

dt .  \T(t-  _  dv.(i—^f-   

5  {  i-{-e.cos  (V — ^J}" 

Cette  équation  développée  en  série ,  nous  a  donné  dans  le  n°.  cité , 

ndt  =  dv.{i  +  E^.cos.(p— ™)  +  EW.cos.2(p  —  ^;  +  &c.}. 
En  intégrant  cette  équation  dans  la  supposition  de  e  et  de  m  cons- 
tans ,  on  aura 

fn dt + 1  —  v  +  -E(,)- sin.  (v  —  *)  +  —  •  sin.  2 .  (v  —  <v)  +  «c  ; 

e  étant  une  arbitraire.  Cette  intégrale  est  relative  à  l'ellipse  inva- 
riable :  pour  l'étendre  à  l'ellipse  troublée,  il  faut  qu'en  y  faisant 
*  tout 
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tout  varier  jusqu'aux  arbitraires  t.,  e  et  &  qu'elle  renferme,  sa 
différentielle  coincide  avec  la  précédente  ;  ce  qui  donne 

de— de.  {(-Jr)« s'm-  ( • sin-  2 — f ; -I- &C.  J 
—  dit.  {E^x\ COS.(v  —  nr)  +  E^.COS.  2 (v  —<*)  +  &c.} . 

* — m  est  l'anomalie  vraie  de  m  ,  comptée  sur  l'orbite  ,  et  v  est  là 
longitude  du  périhélie  ,  comptée  pareillement  sur  l'orbite.  Nous 
avons  déterminé  précédemment,  la  longitude  I  de  la  projection  du 
périhélie  sur  le  plan  fixe  ;  or  on  a  par  le  n°.  22,  en  changeant  ç 
en  v ,  et  v ,  en  I  dans  l'expression  de  v  — £,  de  ce  n°. , 

"  —  e  =  1—  «  +  tang.\ |  a.  sin.  2  (T—  9 ;  +  &c. 
En  supposant  ensuite  p  et  ^  nuls  dans  cette  même  expression,  on  a 
£  =  ô  -h tang." i ?. sin.  2  9  +  &c. 

partant 

«  —  1  +  tang.*f  <p.  (sin.  2  9  +  sin.  2  fi"—  ÛJ  }  +  &e.  ; 
ce  qui  donne 

d«  =  dï.  { 1+2 tang. a^?. cos.  2(1—  0j  +  &c} 

t  2    9 .  tang.2^ .  { cos.  2  0  —  cos.  2  (I—  6)  +  &c. } 

tf?  .tang.4? 

+    coa.».^    *  ^Sin'2  S  +  Sin-  2  9;+&C.}  . 

Ainsi,  les  valeurs  de  dJ,  d6  et  dç  étant  déterminées  par  ce  qui 
précède  ;  on  aura  celle  de  d<w,  d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  d*. 

Il  suit  de-là  que  les  expressions  en  séries  ,  du  rayon  vecteur,  de 
sa  projection  sur  le  plan  fixe ,  de  la  longitude  rapportée  soit  sur  le 
plan  fixe ,  soit  sur  l'orbite ,  et  de  la  latitude ,  que  nous  avons 
données  dans  le  n°.  22  ,  pour  le  cas  de  l'ellipse  invariable,  ont 
également  lieu  dans  le  cas  de  l'ellipse  troublée  ,  pourvu  que  l'on  y 
change  nt,  eafndt,  et  que  l'on  détermine  les  élémens  de  l'ellipse 
variable  ,  par  les  formules  précédentes.  Car ,  puisque  les  équations 
finies  entre  r ,  v ,  s  ,  x  ,  y ,  z ,  eï  fn  dt ,  sont  les  mêmes  dans  les 
deux  cas,  et  que  les  expressions  en  séries,  du  n°.  22  ,  résultent 
de  ces  équations ,  par  des  opérations  analytiques  entièrement  indé- 
pendantes de  la  constance  ou  de  la  variabilité  des  élémens  ■  il  est 
Mkcan.  ci.h.  Tome  I.  X  t 
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clair  que  ces  expressions  ont  encore  lieu  dans  le  cas  des  élemens 

variables. 

Lorsque  les  ellipses  sont  fort  excentriques  ,  telles  que  les  orbites 
des  comètes  ;  il  faut  changer  un  peu  l'analyse  précédente.  L'incli- 
naison <p  de  l'orbite  sur  le  plan  fixe ,  la  longitude  S  de  son  nœud 
ascendant,  le  demi-grand  axe  a,  le  demi-paramètre  a.(i — e")  , 
l'excentricité  e,  et  la  longitude  I  du  périhélie  sur  le  plan  fixe, 
pourront  être  déterminés  par  ce  qui  précède.  Mais  les  valeurs  de  m 
et  de  d<*  étant  données  en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puis- 
sances de  tang.j©;  il  faut  pour  les  rendre  convergentes,  choisir 
le  plan  fixe,  de  manière  que  tang.i<p  soit  peu  considérable  ,  et 
ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  pour  cet  objet ,  consiste  à  prendre  pour 
plan  fixe ,  celui  de  l'orbite  de  m  ,  à  une  époque  donnée. 

La  valeur  précédente  de  dt  ,  est  exprimée  par  une  série  qui 
n'est  convergente  que  dans  le  cas  où  l'excentricité  de  l'orbite  est  peu 
considérable  ;  on  ne  peut  donc  pas  l'employer  dans  le  cas  présent. 
Pour  y  suppléer,  reprenons  l'équation 

~{      =  {i  +  e.cos.fv-^j}*' 

Si  l'on  fait  1  —  e  —  a. ,  on  a  par  l'analyse  du  n°.  23  ,  dans  le  cas  de 
l'ellipse  invariable , 

t  +  T=  gflt-(1-e'J; . tang.  i .  (p-*)  .  f  i  +         .  tang.* . i(i>-*)  +  &c. 

(2  —  a.y.\/p        °  l  2  —  a. 

T  étant  une  arbitraire.  Pour  étendre  cette  équation ,  à  l'ell  jpse 
variable  ;  il  faut  la  différentier  ,  en  ne  faisant  varier  que  T,  le  demi- 
paramètre  a.(\  —  e\) ,  «  et  ».  On  aura  ainsi  une  équation  diffé- 
rentielle qui  déterminera  T;  et  les  équations  finies  qui  ont  lieu 
dans  le  cas  de  l'ellipse  invariable  ,  subsisteront  encore  dans  le  cas 
de  l'ellipse  troublée. 

65.  Considérons  particulièrement  les  variations  des  élémens 
de  l'orbite  de  m ,  dans  le  cas  des  orbites  peu  excentriques  et  peu 
inclinées  les  unes  aux  autres.  Nous  avons  donné  dans  le  n°.  48,  la 
manière  de  développer  alors  i? ,  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  de 
la  forme  m'k.ço$.(ïn't — int+A) ,  h  et  A  étant  des  fonctions 
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des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites ,  des  positions  de 
]eurs  nœuds  et  de  leurs  périhélies,  des  longitudes  des  corps  à 
une  époque  donnée  ,  et  des  grands  axes.  Lorsque  les  ellipses  sont 
variables ,  toutes  ces  quantités  doivent  être  supposées  varier  con- 
formément à  ce  qui  précède;  il  faut  de  plus ,  changer  dans  le  terme 
précédent,  l'angle  i'n't — int,  en  i'.fn'dt — •  i.fndt,  ou  ce  qui 
revient  au  même  ,  en  %'f — i(. 

Maintenant ,  on  a  par  le  n°.  précédent , 

a 

g 

f  <=/ ndt  —  — .ffan  dt.àR. 

La  dilférence  d  R  étant  prise  uniquement  par  rapport  aux  coor- 
données x ,  y ,  z ,  du  corps  m ,  on  ne  doit  faire  varier  dans  le 
terme  m'7c. cos.(ÏÇ — de  l'expression  de  R,  développée  en 
série,  que  ce  qui  dépend  du  mouvement  de  ce  corps  ;  d'ailleurs  , 
R  étant  une  fonction  finie  de  x,  y,  z,  x',  y',  z,  on  peut,  par  lo 
n°.  65,  supposer  les  élémens  de  l'orbite,  constans  dans  la  diffé- 
rence dR;  il  suffit  donc  de  faire  varier  <? dans  le  terme  précédent,  et 
comme  la  différence  de  (  est  ndt,  on  aura  im' .  hndt.  sin*(î'{ — ), 
pour  le  terme  de  d  R ,  qui  correspond  au  terme  précédent  de  R, 
Ainsi ,  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme ,  on  aura 

-  =  22~.fi ndt. sin.  (ï(' — i ?+^t)  ; 
a  y. 

_  ZJJlL,ffa  k  n'dt* .  sin.  (i' 
F- 

Sil' on  néglige  les  quarrés  et  les  produits  des  masses  perturbatrices, 

on  pourra  danâ  l'intégration  de  ces  termes  ,  supposer  les  élémens 

du  mouvement  elliptique  constans  ,  ce  qui  change  (  en  nt,  et 

('  eu  n't}  d'où  l'on  tire 

i  zim'n.k  , 

-  =-!■"  —  —  .COS.  (int  —  int-{-^4 )  : 

a  n  —  m) 

.  Zim'anrk        .        .  . 

C  =  7Tt  : — — -.sin.  (i  n  t—  m  t+A\ 

On  voit  par-là,  que  si  i'n' — in  n'est  pas  nul,  les  quantités  a  et  <f 

Tt  j 
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ne  renferment  que  des  inégalités  périodiques  ,  en  n'ayant  égard 
qu'à  la  première  puissance  de  la  force  perturbatrice  ;  or  i  et  ï  étant 
des  nombres  entiers,  l'équation  ïri — in  =  o,  ne  peut  pas  avoir 
lieu ,  quand  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m'  sont  incommen- 
surables ,  ce  qui  est  le  cas  des  planètes ,  et  ce  que  l'on  peut  ad- 
mettre généralement,  puisque  n  et  ri  étant  des  constantes  arbi- 
traires susceptibles  de  toutes  les  valeurs  possibles ,  leur  rapport 
exact  de  nombre  à  nombre  ,  est  infiniment  peu  vraisemblable. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  ce  résultat  remarquable  ,  savoir , 
que  les  grands  axes  des  orbites  des  planètes  et  leurs  moyens  mou- 
vemens ,  ne  sont  assujétis  qu'à  des  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes de  leur  configuration  entre  elles  ,  et  qu'ainsi  ,  en  négligeant 
ces  quantités ,  leurs  grands  axes  sont  constans  ,  et  leurs  moyens 
mouvemens  sont  uniformes  :  résultat  conforme  à  celui  que  nous 
avons  trouvé  par  une  autre  méthode,  dans  le  n°.  54. 

Si  les  moyens  mouvemens  n  t  et  rit ,  sans  être  exactement  com- 
mensurables ,  approchent  beaucoup  d'être  dans  le  rapport  de  i'  à  i;  le 
diviseur  ïri — in,  est  fort  petit  t  et  il  peut  en  résulter  dans  Ç  et  (' , 
des  inégalités  qui  croissant  avec  une  grande  lenteur,  pourront 
donner  lieu  aux  observateurs,  dépenser  que  les  moyens  mouve- 
mens des  deux  corps  m  et  m!  ne  sont  pas  uniformes.  Nous  verrons 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  que  cela  est  arrivé  rela- 
tivement à  ces  deux  planètes  :  leurs  moyens  mouvemens  sont  tels 
que  deux  fois  celui  de  Jupiter,  est  à  fort  peu  près  égal  à  cinq 
fois  celui  de  Saturne  ;  en  sorte  que  5  ri — zn  n'est  pas  la  soixante- 
quatorzième  partie  de  n.  La  petitesse  de  ce  diviseur,  rend  très- 
sensible  ,  le  terme  de  l'expression  de  (,  dépendant  de  l'angle 
5n't  —  2nt,  quoiqu'il  soit  de  l'ordre  ï —  i,  ou  du  troisième  ordre 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites,  comme 
on  l'a  vu  dans  len°.  48.  L'analyse  précédente  donne  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités;  car  la  variation  de  la  longitude  moyenne 
dépend  de  deux  intégrations  ,  tandis  que  les  variations  des  autres 
élémens  du  mouvement  elliptique  ,  ne  dépendent  que  d'une  seule 
intégration;  il  n'y  a  conséquemrnent,  que  les  termes  de  l'expression 
de  la  longitude  moyenne  ,  qui  puissent  avoir  le  quarré  (ïri — in)% 
pour  diviseur  ;  en  n'ayant  donc  égard  qu'à  ces  termes  qui ,  vu  la 
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petitesse  de  ce  diviseur ,  doivent  être  les  plus  considérables  ,  il 
suffira,  dans  les  expressions  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude  ,  d'accroître  de  ces  termes  ,  la  longitude  moyenne. 

Quand  on  a  les  inégalités  de  ce  genre,  que  l'action  de  m!  produit 
dans  le  moyen  mouvement  de  m  /  il  est  facile  d'en  conclure  les 
inégalités  correspondantes  que  l'action  de  m  produit  dans  le  moyen 
mouvement  de  m'.  En  effet ,  si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  mutuelle 
des  trois  corps  31,  m  et  m!  ;  la  formule  (  7  )  du  n°.  9  ,  donne 

(&x?+dy*+êf)     m  .  (doc'* + dy'*+ dz'a) 


const.  =  m. 


dt1  dt' 


{(mdx-\-m'dx')*+(mdy-\-m'dy'):i-\-(mdz-\-m'dz)*] 

jM-\-m-\-m').dP  ) 
2  Mm  s.  Mm  zmm 


La  dernière  des  intégrales  (p)  du  n°.  précédent,  donne  en  y  subs- 
tituant pour-^-,  l'intégrale  afdR, 

dx*+dy*  +  dz*         a.(M+m)  _ 
 r  =    2 .J  d  li. 

Si  l'on  nomme  ensuite  R',  ce  que  devient  R,  lorsque  l'on  considère 
l'action  de  m  sur  m\  oir  aura 

m.(xx'-\-yy'-\-zz  )  m 


R' 


V(x'—x?  +  (y'—yf  +  {V—  if 

dx*  +  J  y'3+  Jz'2  _     2 .  (M  +  m')     _  '  'j^g  • 


dt%  \/  x'*  +y'2+  a'3 

la  caractéristique  différentielle  d'  ne  se  rapportant  qu'aux  coor- 

,11  dx* -\- dy*  ~\- dz* 

données  x'  y'  z  du  corps  ?ri.  En  substituant  au  lieu  de  --  

1  dp 

dr'*  +  dy'''+dz':' 

et  de   —  ,  ces  valeurs  dans  l'équation  (a)  ;  on  aura 

.  rT,  n,  f  (mdx-\- m'dx'  )24-  fmdy-\-m'dy'  )s+  fmdz4-m'éz'  )31 

m .fùR+ni  .f à  R  —  const.  -  '  — — — ±J  -LZ^U  1  J_L 

2.(M+ro  +  m). dp 


+ 


V  x*  +y'-      Z?     |/a/»-f.  y'*  +  a 1 
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Il  est  visible  que  le  second  membre  de  cette  équation  ne  renferme 
point  de  termes  de  l'ordre  des  q narrés  et  des  produits  des  masses  m 
et  m,  qui  aient  pour  diviseur  i'n —  in;  en  n'ayant  donc  égard 
qu'à  ces  termes  ,  on  aura 

m.ft\R  +  m'.fà!E!  =o; 

ainsi ,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(i'n — in)*,  on  aura 

Z.ffdridt.à'R'  _        m.  (M+m).  a' ri  Z.ffandt.àR 
M  +  m        ~      m',  (M+m).  an  '        ffî+m  ' 

or  on  a 

3  .//an  dtAR  _Z  -ffa'ridt .  &K 

^~       M+  m         '         *'  ~~       M+m  * 

on  aura  donc 

m  .(M+m').an.(' +m.(M+m).a'n' ,(=o. 
On  a  ensuite , 

,  [/M+m  .  [/M+m 

n  —  .         •       n  —   . 


a1  a'1 
en  négligeant  donc  m  et  m',  vis-à-vis  de  M,  on  aura 

m .[/~a. ( + m' ,[/~a  . =  o  ; 

ou 

m  .\/  a 

Ainsi,  les  inégalités  de  <f ,  qui  ont  pour  diviseur  (i'n' — in)*,  feront 
connoître  celles  de  qui  ont  le  même  diviseur.  Ces  inégalités 
sont ,  comme  l'on  voit ,  affectées  de  signe  contraire  ,  si  n  et  n  sont 
de  même  signe  ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  si  les  deux  corp's  m 
et  m  tournent  dans  le  même  sens  ;  elles  sont  d'ailleurs  dans  un 
rapport  constant  ;  d'où  il  suit  que  si  elles  paroissent  accélérer  le 
moyen  mouvement  de  m,  elles  paraîtront  retarder  celui  de  m 
suivant  la  même  loi ,  et  l'accélération  apparente  de  m ,  sera  au 
retardement  apparent  de  m,  comme  m'[/~a!  est  à  m . [/~~a.  L'accé- 
lération du  moyen  mouvement  de  Jupiter ,  et  le  ralentissement 
de  celui  de  Saturne ,  que  la  comparaison  des  observations  modernes 
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aux  anciennes ,  avoit  fait  connoître  à  Halley ,  étant  à  fort  peu  près 
clans  ce  rapport;  je  conclus  du  théorème  précédent,  qu'ils  sont 
dus  à  l'action  mutuelle  de  ces  deux  planètes  ,  et  puisqu'il  est 
constant  que  cette  action  ne  peut  produire  dans  les  moyens  mon- 
yemeiis  ,  aucune  altération  indépendante  de  la  configuration  des 
planètes  ,  je  ne  balançai  point  à  croire  qu'il  existe  dans  la  théorie 
de  Jupiter  et  de  Saturne  ,  une  grande  inégalité  périodique ,  d'une 
fort  longue  période.  En  considérant  ensuite  que  cinq  fois  le  moyen 
mouvement  de  Saturne ,  moins  deux  fois  celui  de  Jupiter ,  est  à 
très-peu  près  égal  k  zéro-  il  me  parut  vraisemblable  que  le  phé- 
nomène observé  par  Halley,  avoit  pour  cause,  une  inégalité  dépen- 
dante de  cet  argument.  La  détermination  de  cette  inégalité  vérifia 
cette  conjecture. 

La  période  de  l'argument  i'n't  —  int,  étant  supposée  fort  longue; 
les  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m'  éprouvent  dans  cet  inter- 
valle ,  des  variations  sensibles  auxquelles  il  est  essentiel  d'avoir 
égard  dans  la  double  intégrale  ffakrfdt'1  .s'm.(  i'n't — int+^4). 
Pour  cela  ,  nous  donnerons  à  la  fonction  /£.sin. (i'n't — int->r^i), 
la  forme  Q. sin.  (i'n't — int  +  i's' — it)+  Q'.cos.  (i'n't — int+  t'V — ii), 
Q  et  Q'  étant  fonctions  des  élémens  des  orbites  j  nous  aurons 
ainsi , 

f f  afcn'dt* .  sin.  (i'n't  —  int+^4)  — 
rfa.ûn.(i'n't—int-\-i'e'—i:)    f  z.dQ'  B.ddQ  4.d3Q' 


(i'n— in)"  {  (in'-in).dt       (ïn—inf-dV  (i'n'—in)3.dt3 

n'a  ■  cos.  (i'n't— int+i'e'—i;)    (     ,  a.dQ  5-ddQ'  4.d3Q 

i    ■  u    J     (/  — j—   -  —  ■         .   ,  .1.. 

(i'n— in)2  [  (i'n'-in).dt       (i'n '—inf  .dt*  (ïri—inf.dt3 

Les  termes  de  ces  deux  séries,  décroissant  très-rapidement,  vû  la 
lenteur  des  variations  séculaires  des  élémens  elliptiques  ;  on  peut 
dans  chaque  série,  s'en  tenir  aux  deux  premiers  termes.  En  y 
substituant  ensuite,  au  lieu  des  élémens  des  orbites  ,  leurs  valeurs 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  du  temps  ,  et  ne  conservant 
que  sa  première  puissance  ;  la  double  intégrale  précédente  pourra 
être  transformée  dans  un  seul  terme  de  la  forme 

(F+  E.t).  sin.  (i'n't—  int-\-A+ H.  i  ) 

Relativement  à  Jupiter  et  à  Saturne  ,  cette  expression  pourra 
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servir  pendant  plusieurs  siècles  avant  et  après  l'instant  que  l'on 
aura  choisi  pour  époque. 

Les  grandes  inégalités  dont  nous  venons  de  parler,  en  produisent 
de  sensibles  parmi  les  termes  dépendans  de  la  seconde  puissance 
des  masses  perturbatrices.  En  effet  ,  si  dans  la  formule 

./fa  Te  ri .  dt* .  sin.  (i'C  —  i{  \  *é) , 

on  substitue  pour  <f  et  f  leurs  valeurs 

l5i.m'an!l.k  ,  . 

nt  —  :  . sin.  (i  n  t — inl-\- si)  ; 

fi.(in  —  ;  n)' 

3  i  .771  a  n2 \/~a      .        .,  , 
n  t-\  -7T-, — ^—.—r-.s\n.(in  t —  mt-\-_A) , 

il  en  résultera  parmi  les  termes  de  Tordre  m",  le  suivant  : 

qit.m't.a'.n^.kt     f  i .  m  .  »  f~c£  +  i' .  m .  i/a  \ 
—  o — t~ft~i — ^Ta  •  ~  —, — r  — L,S1IÎ.  2  (t  n'l—in 

La  valeur  de  ('  renferme  le  terme  correspondant  qui  est  au  précé- 
dent, dans  le  rapport  de  m.[/~â  à  — m  .\/~~a  , 

Qi*.m".a?.n*.k*  ,  _      m.t/"â  .         '„  , 

- — .  ...  . — r— — .  { i.m  i/  a  +  z  .my  a  } .—  r.sin.a.(ï  n  t—tnt+^t  ). 

8.^2.(V;i — m)*     1  J    m3. a  - 

66.  Il  peut  arriver  que  les  inégalités  du  moyen  mouvement , 
les  plus  sensibles ,  ne  se  rencontrent  que  parmi  les  termes  de  l'ordre 
des  quarrés  des  masses  perturbatrices.  Si  l'on  considère  trois  corps 
m,  m',  m",  circulant  autour  de  M,  l'expression  de  dM  relative 
aux  termes  de  cet  ordre ,  renfermera  des  inégalités  de  la  forme 
h.  sin.  (in  t —  i'rit+  ï'ri't+^4);  or  si  l'on  suppose  les  moyens  mou- 
vemens  nt,  rit,  ri't ,  tels  que  in  —  i'n'-\-i"n"  soit  une  fraction 
extrêmement  petite  de  n ,  il  en  résultera  une  inégalité  très-sen- 
sible dans  la  valeur  de  cf.  Cette  inégalité  peut  même  rendre  rigou- 
reusement nulle,  la  quantité  in  —  i'ri  +  i"n",  et  établir  ainsi  une 
équation  de  condition  entre  les  moyens  mouvemens  et  les  longi-r 
tudes  moyennes  des  trois  corps  m,  rri,  m".  Ce  cas  très-singulier 
ayant  lieu  dans  le  système  des  satellites  de  Jupiter  ;  nous  allons 

développer  l'analyse. 

Si 
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Si  l'on  prend  M  pour  unité  déniasse,  et  si  l'on  néglige  m,  m',  m", 
vis-à-vis  de  M,  on  aura 

a         1  1  fin  * 

a?  a1  a'3 

On  a  ensuite  ; 

d{=ndt  ;       di'=n'dt;       d(" =n"dt  ; 

partant , 

ddl_  ,Jda_  d_d^_  ■  ±  da!  éd?.  j  i  da" 
1T~  ~~  dt-~*-n'a'*>      dt  —>-n-  -"^T- 

On  a  vu  dans  le  n°.  6a  ,  que  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  inégalités  qui 
ont  de  très-longues  périodes ,  on  a 

m     m'  m° 

constante  =  — \-  —  -1 — -  ; 

a      a  a 

ce  qui  donne 

da         .  da  da" 
o  —  m.  h  m  .  \-  m  . — . 

a2  a'  *  n  a"2 

On  a  vu  dans  le  même  n°. ,  que  si  l'on  néglige  les  quarrés  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  ,  on  a 

constante  =  m .  \/~a  +  m  .  \/~~a!  +  m"  .  \/~a"  ; 

ce  qui  donne 

da  da'         ,  da" 

o  =  m.—-  +  m  . -—  +  m 

V  a  \f  a  a" 

Pe  ces  diverses  équations ,  il  est  aisé  de  conclure , 

ddï  _         ,     î  da 
dt  oa 

ddl'         m -ri1    (n —  n")  da 
dt       2  "  m  ./î  '  (ri  —  n")'  a3  ' 

dd?"  m.  ri"    (n—ri)  da 


dt  1    m" .n  '(ri — n")  a*' 

Enfin  ,  l'équation  —  =  2/d-R ,  du  n°.  64  ,  donne 
a 

-—  =  2.diî. 

11  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  di?, 

Mùcax.  cél.  2We  i.  V  v 
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On  a  par  le  n°.  46  ,  en  négligeant  les  quarrés  et  les  produits  des 
inclinaisons  des  orbites  , 

R  —  J!LL .  cos.  (V—  v)  —  m  .  (r1—  2  r  r  .  cos.  (V—  p)  +  r")  * 

+  ^!_r.  cos.  (v"—  v )  —  m".  (r>—  2  r  r" .  cos.  (p"—  p)  +  r">)~  7. 

Si  l'on  développe  cette  fonction  dans  une  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  cosinus  de  p'—p,  de  v"—p,  et  de  leurs  multiples  ;  on  aura 
une  expression  de  cette  forme , 

'  R  = — .  (r/)M  +  m' -  (rf'){ ' ] •  cos.(V— p)  +  m' .  (r./^Kcos^p'—p) 

+  m' .  (r,  r')VK  cos.  5  (v—  p)  +  &lc. 

+  i^.^v^;(^)+^/Yr;70(,)-cos.rv''-W+^'/-0-50('')-cos.2^''-^; 

-h  m" .  (r, r"p\ cos.  5  <>"—  v)  +  &c.  ; 

d'où  l'on  tire 

C  m' .  Cr/;W.  sin.(V— if  J  +  2  m' .  fr/J)  W  • sin- 2  C         +  &c.  ) 
•+^'(+f?îYr,0(').sin.^''-^;+2^rr,r'';^).sin.2^'W;  +  &c.S 

Supposons ,  conformément  à  ce  que  les  observations  indiquent 
dans  le  système  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter,  que  n — 2ra' 
e|  n' —  2  n"  soient  des  fractions  très  -  petites  de  n  ,  et  que  leur 
différence  (n  —  2  ri) — (ri — 2n"),  ou  ra —  3» +2  72",  soit  incom- 
parablement plus  petite  que  chacune  d'elles.  Il  résulte  des  expres- 

sions  de  —  et  de  JV ,  du  n°.  5o ,  que  l'action  de  iri  produit  dans  le 

a 

rayon  vecteur  et  dans  la  longitude  de  m,  une  inégalité  très-sensible 
dépendante  de  l'argument  2. (rit  —  nt+i' — t).  Les  termes  rela- 
tifs à  cette  inégalité,  ont.  pour  diviseur  4t.  (ri — n)* — ra%  ou 
(n  —  %ri).Cbn  —  2 ri)  ,  et  ce  diviseur  est  très-petit ,  à  raison  de  la 
petitesse  du  facteur  n  —  ara'.  On  voit  encore,  par  la  considéra- 
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lion  des  mêmes  expressions,  que  l'action  de  m  produit  dans  le 
rayon  vecteur  3  et  dans  la  longitude  de  m',  une  inégalité  dépen- 
dante de  l'argument  (rit — nt+t  —  t) ,  et  qui  ayant  pour  divi- 
seur ( ri — n )~ — ri*,  ou  n*  (n —  2  n'),  est  fort  sensible.  On  voit  pa- 
reillement que  l'action  de  m"  sur  m',  produit  dans  les  mêmes 
quantités,  une  inégalité  considérable  dépendante  de  l'argument 
2 .  ( ri't  —  n't+ 1" — t).  Enfin  on  voit  que  l'action  de  m  produit  dans 
le  rayon  vecteur  et  dans  la  longitude  de  m",  une  inégalité  considé- 
rable dépendante  de  l'argument  ri't — n't+e" — s'.  Ces  inégalités 
ont  été  reconnues  d'abord  par  les  observations  ;  nous  les  déve- 
lopperons avec  étendue ,  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  : 
leur  grandeur  par  rapport  aux  autres  inégalités  ,  permet  de  négli- 
ger celles-ci ,  dans  la  question  présente.  Nous  supposerons  donc , 

JV  =.Tri .E1  .cos.z.  (rit— nt+ ; 
JV  =  //î'.JP'.sin.a.  (rit — nt  +  z' — s )  ; 

Sr'  —  m".E".cos.2.(7i"t—rit-\-i"—t')4-m.  G.cos.( rit — nt+  «' — Oi 
JV  =  m".  F",  sin.  2 .  (ri't— ri t+  s"— s'j  +  m.H.  sin.(rit—nt+ 
JV"  =m'.G'. cos.  (ri't—  rit+ 1"—  S)  ; 
JV"  =  m" .  H' .  sin.  (ri't  —  n't+  *"—  *'). 

Il  faut  maintenant  substituer  dans  l'expression  précédente  de  dR, 
au  lieu  de  r ,  v ,  r,  r",  p",  les  valeurs  de  a  +  JV,  nt+ t  +  JV ,  a'  +  JV*', 
n't+i'  +  fp',  a'  +  S'r",  7i"t+i"  +  Sp",  et  ne  conserver  que  les  termes 
dépendans  de  l'argument  n  t —  3  rit-h  2  ri't+  e  —  5  /  +  2  s"  ;  or  il  est 
facile  de  voir  que  la  substitution  des  valeurs  de  JV,  JV  ,  JV",  JV, 
ne  peut  produire  aucun  terme  semblable.  Il  n'en  est  pas  ainsi 
de  la  substitution  des  valeurs  de  JV',  et  de  JV'  :  le  terme 
m' ,(7-,r  )^.dp.sin.(p'  —  p )  de  l'expression  de  dR,  produit  la 
quantité  suivante , 

c'est  la  seule  quantité  de  ce  genre,  que  renferme  l'expression  de 

n  :  '  '  '  JV  .       ;        ,  -i. 

dR.  Les  expressions  de  —  et  de  JV ,  du  n°.  5o,  appliquées  à  l'ac- 
tion de  7n"  sur  m',  donnent ,  en  ne  conservant  que  les  termes  qui 

Vv  ii 
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OIlt  '„'  2n",  pour  diviseur  ,  et  en  observant  que  n"  est  à  très- 
peu  près  égal  à 

E  l     V    da     )   n  — 71  Ij 

—  .  y-,    .,..„,  „,«]  ' 


a       2      *  (ri — zn").(5ri  —  3m") 


a 

on  aura  donc 


m  .îri'.ndt  f  2 .  (a,  a)  CO 

d  it  =  . 


Xsm.<f/z£  —  3n'f  +  3  ri't+i  —  5/+ 2  s        — . 

En  substituant  cette  valeur  de  —  ,  dans  les  valeurs  de  — ,  —jj , 
et        ,  et  faisant  pour  abréger ,. 


on  aura,  à  cause  de  n  à  très-peu  près  égal  à  et  de  ra'  à  très-peu 
près  égal  à  271", 

*L$.S  +a.^  =  <r.B».8in.C»*-3n'*+3»"«+.-5.'-t-a«";; 

dt»  dt2  <Z£2 

ou  plus  exactement, 

— t  5. — -4- 2.  —  G' ?z  •  sin.  (? — ù.( +2.(  -H  —  0e+2e 

rZt2  dt2  di2 

en  sorte  que  si  l'on  suppose 

V=-i—  5.f+2.f -ht  —  3i'  +  2i"/ 

on  aura 

 =  é'./î1.sm. 

<*t2 

Les  moyennes  distances  a,  a',  a",  variant  très-peu,  ainsi  que  la 
quantité  n  ;  on  peut  dans  cette  équation,  considérer  £/i%  comme 
une  quantité  constante.  En  l'intégrant,  on  a 

±dV 

dt  =  -—  -, 

V/c  —  2fn2.cos.F 
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c  étant  une  constante  arbitraire.  Les  différentes  valeurs  dont  cette 
constante  est  susceptible  ,  donnent  lieu  aux  trois  cas  suivans. 

Sic  est  positif  et  plus  grand  que  l'angle  /^croîtra  sans  cesse, 

et  cela  doit  arriver,  si,  à  l'origine  du  mouvement,  (n — 5n'  -\-2n")' 
est  plus  grand  que  ±2  £n~ .  (1  :+=cos.  V) ,  les  signes  supérieurs  ou 
inférieurs  ayant  lieu  suivant  que  £  est  positif  ou  négatif.  Il  est 
facile  de  s'assurer,  et  nous  le  ferons  voir  particulièrement  dans 
la  théorie  des  satellites  de  Jupiter ,  que  £  est  une  quantité  positive 
relativement  aux  trois  premiers  satellites  de  Jupiter  ;  en  sup- 
posant donc  =pw  ==  7r  —      7r  étant  la  demi-circonférence,  on  aura 


\/  c  -j-  2  £     .  cos.  w 

Dans   l'intervalle  depuis  m  =  o  ,  jusqu'à   w  =  —  y  le  radical 

V  c  +  2  £n'2 .  cos. est  plus  grand  que  1/2  £ti*,  lorsque  c  est  égal  ou 

plus  grand  que  2  £11* ;  on  a  donc  dans  cet  intervalle ,  ^^>nt.  V z£ 
ainsi ,  le  temps  t  que  l'angle  -sr  emploie  à  parvenir  de  zéro  à  l'angle 

droit ,  est  moindre  que   — .  La  valeur  de  C  dépend  des  masses 

an.  \/  Q.C 

m,  m,  m!'  :  les  inégalités  observées  dans  les  mouvemens  des  trois 
premiers  satellites  de  Jupiter,  et  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus, 
donnent  entre  leurs  masses  ,  et  celle  de  Jupiter,  des  rapports  d'où. 

la»  viuM  »L  -Afin   'vtî-fc-^f'Jfi'*''»  sd\     •  "i«  ■^J'    ''•         -i  '  41 

il  résulte  que  — ■  —  est  au-dessous  de  deux  années  ,  comme 

on  le  verra  dans  la  théorie  de  ces  satellites  ;  ainsi  l'angle  «•  em- 
ploieroit  moins  de  deux  ans  à  parvenir  de  zéro  à  l'angle  droit  ; 
or  les  observations  des  satellites  de  Jupiter,  donnent  depuis  leur 
découverte  ,  n  constamment  nul ,  ou  insensible  ;  le  cas  que  nous 
examinons,  n'est  donc  point  celui  des  trois  premiers  satellites  de 
Jupiter.  .  ... 'cuu.uJum  uoiïvt-  ■ 

Si  la  constante  c  est  moindre  que  ±2fres,  l'angle  V  ne  fera 
qu'osciller  ;  il  n'atteindra  jamais  deux  angles  droits ,  si  £  est  négatif, 
parce  qu'alors  le  radical  V c — 2  cos. ^deviendrait  imaginaire; 
il  ne  sera  jamais  nul ,  si  £  est  positif.  Dans  le  premier  cas,  sa  valeur 
sera  alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que  zéro  ;  dans  le 
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second  cas ,  elle  sera  alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que 
deux  angles  droits.  Toutes  les  observations  des  trois  premiers  satel- 
lites de  Jupiter,  nous  prouvent  que  ce  second  cas  est  celui  de  ces 
astres  ;  ainsi  la  valeur  de  €  doit  être  positive  relativement  à  eux  ; 
et  comme  la  théorie  de  la  pesanteur  donne  C  positif,  on  peut  regar- 
der ce  phénomène ,  comme  une  nouvelle  confirmation  de  celte 
théorie. 

Reprenons  l'équation 

dl  = —  —  ■ 

L'angle  «  étant  toujours  très-petit,  suivant  les  observations,  nous 
pouvons  supposer  cos.w=i — j.?»*,-  l'équation  précédente  don- 
nera en  l'intégrant , 

•m  —  K.  sin.  (n  t\/~g.  +  y)  , 

k  et  y  étant  deux  constantes  arbitraires  que  l'observation  peut 
seule  déterminer.  Jusqu'ici ,  elle  n'a  point  fait  reconnaître  cette 
inégalité  ;  ce  qui  prouve  qu'elle  est  très-petite. 

De  l'analyse  précédente,  résultent  les  conséquences  suivantes. 
Puisque  l'angle  rit—5n't+2n"t+t—5t'  +  '2i"  ne  fait  qu'osciller 
de  part  et  d'autre  de  deux  angles  droits ,  sa  valeur  moyenne  est 
égale  à  deux  angles  droits  ;  on  aura  donc  ,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
quantités  moyennes ,  n— 3  n'+  2  n"  =  o  ;  c'est-à-dire,  que  le  moyen 
mouvement  du  premier  satellite  ,  moins  trois  fois  celui  du  second, 
plus  deux  fois  celui  du  troisième ,  est  exactement  et  constamment 
égal  à  zéro.  Il  n'est  pas  nécessaire  que  cette  égalité  ait  eu  lieu 
exactement  à  l'origine  ,  ce  qui  seroit  infiniment  peu  vraisemblable; 
il  suffit  qu'elle  ait  été  fort  approchée,  et  que  n— -ore'  +  2«"  ait 
été  moindre,  abstraction  faite  du  signe,  que  K.n\/lj  et  alors, 
l'attraction  mutuelle  des  trois  satellites ,  a  suffi  pour  rendre  cette 
égalité  rigoureuse. 

On  a  ensuite  8  — 3s'  +  2e"  égal  à  deux  angles  droits;  ainsi,  la, 
longitude  moyenne  du  premier  satellite ,  moins  trois  fois  celle  du 
second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est  exactement  et  cons- 
tamment égale  à  deux  angles  droits.  En  vertu  de  ce  théorème . 
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les  valeurs  précédentes  de  Sr  et  de  JV  se  réduisent  aux  suivantes  : 

«T  r  =(mG—  m"E") .  cos .  (nt  —  n  t  +  é'—  i ;  ; 

ïv'  =  (m H—  m" F") .  sin.  (n't~ nt+'-'—O- 

Les  deux  inégalités  du  mouvement  de  m'  dues  aux  actions  de  m 
et  de  m",  se  confondent  par  conséquent  dans  une  seule  ,  et  seront 
constamment  réunies.  Il  résulte  encore  du  même  théorème  ,  que 
ces  trois  premiers  satellites  ne  peuvent  jamais  être  éclipsés  à-la- 
fois;  ils  ne  peuvent  être  ensemble  vus  de  Jupiter,  ni  en  opposi- 
tion ,  ni  en  conjonction  avec  le  soleil  ■  car  les  théorèmes  précédens 
ont  également  lieu  par  rapport  aux  moyens  mouvemens  synodi- 
ques ,  et  aux  longitudes  moyennes  synodiques  des  trois  satellites  , 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  Ces  deux  théorèmes  subsistent 
malgréles  altérations  que  les  moyens  mouvemens  des  satellites  reçoi- 
vent, soit  par  une  cause  semblable  à  celle  qui  altère  le  moyen  mou- 
vement de  la  lune,  soit  par  la  résistance  d'un  milieu  très -rare. 
Il  est  clair  que  ces  diverses  causes  ne  font  qu'ajouter  à  la  valeur 

ddV  *W4 
de  -j^-,  une  quantité  de  la  forme  -~,  et  qui  ne  peut  devenir 

sensible  que  par  les  intégrations  ;  en  supposant  donc  V  =n  —  *r, 
et  -a- très-petit ,  l'équation  différentielle  en  /^deviendra 

ddm  dd-\. 

o=  —  \-en\™-t--7-— . 

dt*  dt* 

La  période  de  l'angle  nt.  j/g"  étant  d'un  très-petit  nombre  d'années , 

' n    '  ê     i       dd-\-       '  ■  —!  '.   '  Vai^/,? 
tandis  que  les  quantités  renfermées  dans        ,  sont ,  ou  constantes , 

ou  embrassent  plusieurs  siècles  ;  on  aura  à  très-peu  près ,  en  inté- 
grant l'équation  précédente , 

dd-\. 


.dt* 


Ainsi  la  valeur  de  «s-  sera  toujours  très -petite,  et  les  équations 
séculaires  des  moyens  mouvemens  des  trois  premiers  satellites , 
seront  toujours  coordonnées  par  l'action  mutuelle  de  ces  astres, 
de  manière  que  l'équation  séculaire  du  premier,  plus  deux  fois 
celle  du  troisième,  soit  égale  à  trois  fois  celle  du  second. 


o 
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Les  théorèmes  précédons  donnent  entre  les  six  constantes  n,  n', 
n",  6 ,  i' ,  t",  deux  équations  de  condition  qui  réduisent  ces  arbi- 
traires à  quatre  ;  mais  les  deux  arbitraires  k  eï  y ,  de  la  valeur 
de  »,  les  remplacent.  Cette  valeur  se  distribue  entre  les  trois  satel- 
lites ,  de  manière  qu'en  nommant  p ,  p  ,  p" ,  les  coefficiens  de 
sin.  (nt.  [/~S  +  y),  dans  les  expressions  de  v ,  v\  v%  ces  coefficiens 

,       ,  -         ,  'tUfL         .      dit    ddV  ddt" 

sont  clans  le  rapport  des  valeurs  précédentes  de  — — ,         et  — — ,* 

rL  r  df  '  df  df 

et  de  plus  ,  on  a  p  —  5p  +2p"  =  K  De-là  résulte ,  dans  les  moyens 
mouvemens  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter ,  une  inégalité 
qui  ne  diffère  pour  chacun  d'eux  ,  que  par  son  coefficient ,  et  qui 
forme  dans  ces  mouvemens  ,  une  espèce  de  libration  dont  l'éten- 
due est  arbitraire.  Les  observations  ont  fait  voir  qu'elle  est  insen- 
sible. 

67.  Considérons  présentement  les  variations  des  excentrici- 
tés et  des  périhélies  des  orbites.  Pour  cela,  reprenons  les  expres- 
sions de  df,  df,  df"  trouvées  dans  le  n°.  64  :  en  nommant  r  le 
rayon  vecteur  de  m,  projeté  sur  le  plan  des  x  et  desj'y  v  l'angle 
que  celte  projection  fait  avec  l'axe  des  x  ;  et  s  la  tangente  de  lq, 
latitude  de  m ,  au-dessus  du  même  plan  ;  on  aura 

#  =  r.cos.  v         y  —  r.  sin.  v  ;       z  —  rs; 

d'où,  il  est  facile  de  conclure 

\dy  /         \d;r/       \V9  / 

K£)~K£)=ri+s*;,cos-KS^^ 

On  a  de  plus ,  par  le  n".  64 , 

xdy  — > ydx  —  cdt  ;     xdz  —  zdx  —  c'dt  ;     ydz  —  zdy  =  c'dt y 
les  équations  différentielles  enf,f',f\  deviendront  ainsi, 

df 


I 
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f  .  cos.v    /dR\       s.sm.v   /dR\)       c'dt  /dR\ 

,     f  /JR\      sïn.v  /rZiî\      s. cos.v  /dR\)       c"dt  /dR\ 

+cdt.  [  oos. „.  (_)  -  _ .  (-)  .  (-)  j-  — ; 

a:/  — rtA-.  |(  î  +  sv-cos.^.l  —  j — rs. cos.v. \^—)  +  s.sm.v.\  —  j  j 

+  oy.  |  (  1  +<sy .  sm.  ? .  (  —  1  —  ri.sin.     (  —  1  —  5.  cos.  v .  (  —  !  j 

,  T     f  /^#\      sin.v  /dR\      s. cos.v  /dJ?\] 

+  c>dt.  |co,^-)-_  (-)-  —  .(-)} 

„  ,     f  .  cos.v   /dR\      s.sm.v  fdR\) 

Les  quantités  c,  c"  dépendent ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  64 , 
de  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan  fixe ,  en  sorte  que  ces 
quantités  se  réduiroient  à  zéro ,  si  cette  inclinaison  étoit  nulle  ■ 

fdR\ 

d'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  par  la  nature  de  i?,  que  (-^y)  est 

de  l'ordre  des  inclinaisons  des  orbites;  en  négligeant  donc  les  quar- 
rés  et  les  produits  de  ces  inclinaisons  ,  les  expressions  précédentes 
de  df  et  de  df  deviendront 

+  ^.(-)}; 

or  on  a 

dx  =  d.(r. cos.v)  ;  dj-d.(r.sm.v);  cdt  —  xdy —  <ydx  =  r*dv; 
on  aura  donc 

df  =  —  {dr. sïn.v +'2r  dp.  cos.  v)  '{^f^j  — r^dv.s'm.v.^-^j  ; 

df  ~     {dr. cos.v — -2rdv .sin.*»}  '(^f^j  +  r'"dv. cos.v. ^. 
Mécan.  cj';l.  Tome  I.  X  x 
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Ces  équations  seront  plus  exactes ,  si  l'on  prend  pour  plan  fixe 
des  x  et  des  y  ,  celui  de  l'orbite  de  m  ,  à  une  époque  donnée  •  car 
alors  c',  c"  et  5  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices  ;  ainsi  les 
quantités  que  l'on  néglige  ,  sont  de  l'ordre  des  quarrés  des  forces 
perturbatrices  multipliées  par  le  quarré  de  l'inclinaison  respec-  . 
tive  des  deux  orbites  de  m  et  de  m! . 

Les  valeurs  de  r,  dr ,  dv ,  restent  visiblement 

les  mêmes,  quelle  que  soit  la  position  dupoint  d'où  l'on  compte  les 
longitudes  ;  mais  en  diminuant  v ,  d'un  angle  droit ,  sin.  v  se  change 
dans  —  cos.  v ,  et  cos.  v  se  change  clans  sin.  v  ;  l'expression  de  df 
se  change  par  conséquent ,  dans  celle  de  df  '  ;  d'où  il  suit  qu'ayant 
développé  la  valeur  de  df,  dans  une  suite  de  sinus  et  de  cosinus 
d'angles  croissans  proportionnellement  au  temps ,  on  aura  la  valeur 
de  df,  en  diminuant  dans  la  première  ,  les  angles  s ,  t',  -n-',  i 
et  9',  d'un  angle  droit. 

Les  quantités  f  et  f  déterminent  la  position  du  périhélie ,  et 
l'excentricité  de  l'orbite  •  en  effet ,  on  a  vu  dans  le  n°.  64 ,  que 

tang.  1=  j  ; 

Jetant  la  longitude  du  périhélie,  rapportée  au  plan  fixe.  Lorsque 
ce  plan  est  celui  de  l'orbite  primitive  de  m,  on  a  aux  quantités 
près  de  l'ordre  des  quarrés  des  forces  perturbatrices  multipliées 
par  le  quarré  de  l'inclinaison  respective  des  orbites,  1—^,  étant 
la  longitude  du  périhélie  sur  l'orbite  ;  on  aura  donc  alors, 

r 


ce  qui  donne 


tang.  <-  —  , 


f  f 
sin.  n  —  —  —  ,•      cos.  m  ■ — 


On  a  ensuite  ,  par  le  n°.  64, 


ainsi,  c'  et  c"  étant  dans  la  supposition  précédente ,  de  l'ordre  des 
forces  perturbatrices  ,  f"  est  du  même  ordre ,  et  en  négligeant  les 
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termes  du  quarré  de  ces  forces,  on  aura  ^  e  —  Vf1  +  f'1.  Si  l'on 
substitue  au  lieu  de  VjF+f',  sa  valeurs,  dans  les  expressions 
de  sin. -sr,  et  de  Cos.™,  on  aura 

(j-  e .  sin.  <3r  ==/*  ;     h  e.  cos. -s-  = jf,- 

ces  deux  équations  détermineront  l'excentricité  et  la  position  du 
périhélie,  et  l'on  en  tirera  facilement, 

lf.ede=fdf+f'df  ;  ^e\dv=fdf'—fdf. 
En  prenant  pour  le  plan  des  x  et  des  y,  celui  de  l'orbite  de  m; 
on  a  par  les  nos.  îg  et  20  ,  dans  le  cas  des  ellipses  invariables  , 

a-(i — e1)  radv .  e .  sin.  (v — <*) 

dr~ 


t  "   y  U>  /  ■  ■    i.  • 

i  +  e.cos.(i> —  <sr)  a.(i — e')  ' 

r"d p  =  a"ndt.  V  \  —  e2  ; 

et  par  le  n°.  63  ,  ces  équations  subsistent  encore  dans  le  cas  des 
ellipses  variables  ;  les  expressions  de  df  et  de  df  deviendront 


ainsi , 


•  _  andt  /dR\ 
dJ=  —  —  >  {2.cos.^  +  |e.cos.^-h^e.cos.C2^  — ^;}.^— j 

—  a*ndt.  V 1 — e2.sin.  v'(~^~^"> 

.            andt  .  .  .  /dR\ 

aj  —  •  {  a.sin.f  +  f  e.sm.nr+j  e.sin.  (zv  —  <v)\  A —  1 

y  1-e2  J  \dv  ) 


+  a*ndt.  V \ — e'.cos. v,(^~[~^j> 
partant 

an  dt 

e  d  sr  = 


! dt  A^jj  \ 

.  .sin. (y — m}.  {2  +  <?.cos.(V  —  «*)}>{  —  ) 

jj..  y  1  —  e2  \dv  ) 

+  S  cos.^-^-J; 

andt  /dR\ 
de  —  — — —        .  {2. cos.  (v  —  ™)  +  e  +  e.cos.*(v —  ™)]  •  (  —  ) 

p.y  1  —  e2  J     \dv  J 

V  \  —  e\sin.(V  — 


a'n  d  t 


Xx  2 
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Cette  expression  de  de  peut  être  mise  sous  une  forme  plus  com- 
mode dans  quelques  circonstances.  Pour  cela,  nous  observerons 

que  dr  =  diZ —  ^p'(^d~)  :  en  sukstituant  pour  r  et  dr, 

leurs  valeurs  précédentes  ,  on  aura 

r*dv.e.ahï.(v~ « )  . (~f~j  —  a' C1 — e*) •  —  a-(1 —  •  ^'(^dï)' 
or  on  a 

  .         ndt.  {i  -\-e.cos.(v  — 

r~d v  =  o'tz  dt.V  1 —  <?2  /       dp  —  7  » 

partant 

cfn  dt.V  \  —  é* .  sin.  (v  —  m). 

=  -5  J-.AR  — {i  +  e.cos.  (-<,  —  *;}•.(  —  ); 

e  e-t/i— e2  V*/ 

l'expression  précédente  de  cfe  donnera  ainsi , 

andt.  \/ 1— e2                 a.fi  —  e2) 
ed  e  =  .  I  — -  )  —  .dit. 

\dv  J  p. 

On  peut  parvenir  fort  simplement  à  cette  formule  ,  de  la  manière 
suivante.  On  a  par  le  n°.  64 , 

de         /dR\         /dR\  /dR\ 

mais  on  a  par  le  même  n°. ,  c~  V p-a(i — e11) ,  ce  qui  donne 

da.\/ y.a(i — e2j  ede-Vy-a 

de  —  — = —  ; 

sa  \/i  —  e% 

partant 

andt.  V  i—e-  /dR\         ,  da 

ede=  (-r-  )  +  a.(i— e*).—  ; 

p  \dv  /  sa* 

on  a  ensuite ,  par  le  n°.  64 , 

=  —  dR; 


fi  da 


On  aura  ainsi  pour  e  de,  la  même  expression  que  ci-dessus. 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  II.  549 

68.  Nous  avons  vu  dans  le  n°.  65,  que  si  l'on"  néglige  les 
quarrés  des  forces  perturbatrices  ;  les  variations  du  grand  axe  et 
du  moyen  mouvement ,  ne  renferment  que  des  quantités  périodi- 
ques dépendantes  de  la  configuration  des  corps  m,  in,  m",  &c, 
entre  eux.  Il  n'en  est  pas  ainsi  des  variations  des  excentricités  et 
des  inclinaisons  :  leurs  expressions  différentielles  contiennent  des 
termes  indépendans  de  cette  configuration,  et  qui,  s'ils  étaient 
rigoureusement  constans ,  produiroient  par  l'intégration  ,  des  ter- 
mes proportionnels  au  temps  ,  qui  rendroient  à  la  longue ,  les 
orbites  fort  excentriques  ,  et  très-inclinées  les  unes  aux  autres  ; 
ainsi,  les  approximations  précédentes ,  fondées  sur  le  peu  d'excen- 
tricité et  d'inclinaison  respective  des  orbites,  deviendraient  insuffi- 
santes et  même  fautives.  Mais  les  termes  constans  en  apparence, 
qui  entrent  dans  les  expressions  différentielles  des  excentricités  et 
des  inclinaisons ,  sont  fonctions  des  élémens  des  orbites  ,  en  sorte 
qu'ils  varient  avec  une  extrême  lenteur  ,  à  raison  des  changemens 
qu'ils  y  introduisent.  On  conçoit  qu'il  doit  en  résulter  dans  ces 
élémens,  des  inégalités  considérables,  indépendantes  delà  confi- 
guration mutuelle  des  corps  du  système,  et  dont  les  périodes  dépen- 
dent des  rapports  des  masses  m,  m,  &c. ,  à  la  masse  M.  Ces  inéga- 
lités sont  celles  que  nous  avons  nommées  précédemment,  inégalités 
séculaires ,  et  que  nous  avons  considérées  clans  le  Chapitre  VII. 
Pour  les  déterminer  par  cette  méthode ,  reprenons  la  valeur  de  df 
du  n°.  précédent  > 
andt 


a 


7f  = 


[z.cos.p-j-  le.cos.*r+ie.cos.(-2  9—-)}. 


/dRX 
.  sm.c.  f  —  J. 


Nous  négligerons  dans  le  développement  de  cette  équation  ,  les 
quarrés  et  les  produits  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  ;  et  parmi  les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  ,  nous  ne  conserverons  que  ceux  qui  sont  constans: 
nous  supposerons  ensuite  ,  comme  dans  le  n°.  48 , 

rr=a.(i+Ul)  ;        r'=a'.(i  +  u;)  ■ 
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Cela  posé  ;  si  l'on  substitue  pour  R,  sa  valeur  trouvée  dans  le 
n°.  48  ;  si  l'on  considère  ensuite ,  que  l'on  a  par  le  même  n°. , 
SdR\       a  /dR" 


dr  I      r  \ d 


ta 


(l  —  u 


enfin  ,  si  l'on  substitue ,  au  lieu  de  ut ,  »/,  v,  et  p',  leurs  valeurs 
—  e.cos.(nt+t  — «■),  —  e' . cos. (rit -j- 1' — m'),  ae.sin.fref-f  s —  v), 
et  2  e' .bhi.(ji'f+î' — données  par  le  n°.  22;  en  ne  conservant 
que  les  termes  constans  parmi  ceux  qui  dépendent  de  la  première 
puissance  des  excentricités  des  orbites ,  et  en  négligeant  les  quarrés 
des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  trouvera 
am'ndt        .  (  ,  /ddA^\) 

—  am'ndt.  s.  ji.^W  +  ^.a.f  __ — j  |  .sin.  { j.  f — wi+s' — fJHr&M**}j 

le  signe  intégrais  s'étendant  dans  cette  expression,  comme  dans 
la  valeur  de  R  du  n° .  48 ,  à  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives  de  i ,  en  y  comprenant  même  la  valeur  i  —  o. 

On  aura  par  le  n°.  précédent ,  la  valeur  de  df,  en  diminuant 
dans  celle  de  df,  les  angles  s,  t,  *  et  -s-',  d'un  angle  droit 5  d'où 
l'on  tire , 

am'ndt  f      fdJF>\  /ddAM\) 

df  =  —.e.  cos.,.  {a.[-7r)+  i^\-2-r)\ 

_0,„W,,.c„,.. 

-Varrindt.^  .  f i. ^w  +  ^«. j  .cos,      f«'f —  rc£+e' —  êJ-f-nf+È}. 

Nommons ,  pour  abréger ,  X  la  partie  de  l'expression  de  df, 
renfermée  sous  le  signe  s ,  et  Y  la  partie  de  l'expression  de  df, 
renfermée  sous  le  même  signe.  Faisons  de  plus ,  comme  dans  le 
n°.  55 

r__,       m'.n    f         •  '.  /dA^\  ;  /ddACO\-\ 


■ 
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observons  ensuite  ,  que  le  coefficient  de  e'd t.  sin.  w',  dans  l'expres- 
sion de  df,  se  réduit  à  ,  lorsque  l'on  y  substitue,  au  lieu  des 
différences  partielles  de  jfiï  en  a,  leurs  valeurs  en  différences  par- 
tielles relatives  à  a;  enfin,  supposons  comme  dans  le  n°.  5o, 

e.s'm.'Œ  =h  ;       é .  sin.  <sr'  =  h'  ; 

e.cos.^  =  l    •  e'.cos.iz'—l'; 
ce  qui  donne  par  le  11°.  précédent ,  f=e-l  ;  f'  —J*h;  ou  simple- 
ment /=  l,f'  =  h,  en  prenant  pour  unité  de  masse,  M,  et  négli- 
geant m ,  eu  égard  à  M;  nous  aurons 

dh   

—  =  (o,       —  [o^]./'  +  am'n.Y; 

di   

y-  = —  ('o,  1  ) .  h  +  [_<±±\  .  A' — am'n.X. 

De~l;i ,  il  est  aisé  de  conclure  que  si  l'on  nomme  (  F)  ,  la  somme 
des  termes  analogues  à  a  m'n.Y,  dus  à  l'action  de  cbacun  des  corps 
m,  m",  &c. ,  sur  m  ;  si  l'on  nomme  pareillement  (X) ,  la  somme 
des  termes  analogues  à  —  am'ji.X,  dus  aux  mêmes  actions;  enfin, 
si  l'on  marque  successivement ,  d'un  trait ,  de  deux  traits ,  &c,  ce 
que  deviennent  les  quantités  (X) ,  (Y.)  ,  h  et  /,  relativement  aux 
corps  m',  m",  &c.  ;  on  aura  le  système  suivant  d'équations  diffé- 
rentielles , 

dh 

■57  =  tfo,i;+ fo,?; + &c. } .  i—  \£Tj .  v—  g23  •    &c. + (  r)  -, 

di      r  _ 

■jj-  ==—  Ko,  1  ; + (0,2) .+ &c. } .  h  -f  [o^ .  h' + [ôtJ]  .  /*" + &  c + (  x)  ; 

~  =  {(i,o)  +  (  1,3;  +  &c.)  . [T7§] . I—  [7^] .  r—  &c.  +  (  Y')  ; 

àl' 

&c. 

Pour  intégrer  ces  équations ,  nous  observerons  que  chacune  des 
quantités  h,  l,  h',  ï,  &c. ,  est  formée  de  deux  parties  ;  l'une  dépen- 
dante de  la  configuration  mutuelle  des  corps  m ,  m\  &c.  ;  l'autre 
indépendante  de  cette  configuration ,  et  qui  renferme  les  variations 
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séculaires  de  ces  quantités.  On  aura  la  première  partie  ,  en  consi- 
dérant que  si  l'on  n'a  égard  qu'à  elle  seule ,  h,  l,  h',  l\  &c,  sont 
de  l'ordre  des  masses  perturbatrices  ,  et  par  conséquent ,  fo,i ) .  h , 
(0,1). I,  &c. ,  sont  de  l'ordre  des  quarrés  de  ces  massée  ;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  cet  ordre,  on  aura 

i 

partant 

h=f(Y).clt  ;      l=f(X).dt  ;      h'=f(Y').dt;  &c. 
Si  l'on  prend  ces  intégrales  ,  en  n'ayant  point  égard  à  la  variabilité 
des  élémens  des  orbites  ,  et  que  l'on  nomme  Q ,  ce  que  devient 
alors  f(Y).dt;  en  nommant  <PQ ,  la  variation  de  Q,  due  à  celle 
des  élé  mens ,  on  aura 

f(Y).dt=Q-f£Q; 
or  Q  étant  de  l'ordre  des  masses  perturbatrices ,  et  les  variations 
des  élémens  des  orbites,  étant  du  même  ordre ,  <T  Q  est  de  l'ordre 
des  quarrés  de  ces  masses  ;  ainsi,  en  négligeant  les  quantités  de  cet 
ordre ,  on  aura 

f(Y).dt=Q. 

On  peut  donc  prendre  les  intégrales  f(Y) .  dt,f( X) .  dt,J(Y') .  dt,  &c, 
en  supposant  les  élémens  des  orbites  ,  constans ,  et  regarder  en- 
suite, ces  élémens  comme  variables  dans  les  intégrales  ;  on  aura 
ainsi  d'une  manière  fort  simple,  les  parties  périodiques  des  expres- 
sions de  h,  l,  h',  &c. 

Pour  avoir  les  parties  de  ces  expressions ,  qui  renferment  les 
inégalités  séculaires;  on  observera  qu'elles  sont  données  par  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  précédentes  privées  de  leurs 
derniers  termes,  (Y),  (X) ,  &c.  ;  car  il  est  clair  que  la  subs- 
titution des  parties  périodiques  de  h,  l,  h',  &c. ,  en  fera  dispa- 
roître  ces  termes.  Mais  en  privant  ces  équations ,  de  leurs  derniers 
termes  ,  elles  retombent  dans  les  équations  différentielles  (  A  )  du 
n°.  55 ,  que  nous  avons  considérées  précédemment  avec  beaucoup 
d'étendue. 

6g. 
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Scj.  Nous  avons  observé  clans  le  n°.  65,  que  si  les  moyens 
mouvemens  n  t  et  rit,  ries  deux  corps  m  et  m',  sont  à  fort  peu  près 
dans  le  rapport  de  i  à  i-,  en  sorte  que  i'n' —  in ,  soit  une  très-petite 
quantité  ;  il  peut  en  résulter  dans  les  moyens  mouvemens  de  ces 
corps ,  des  inégalités  fort  sensibles.  Ce  rapport  des  moyens  mouve- 
mens ,  peut  aussi  produire  des  variations  sensibles  dans  les  excen- 
tricités des  orbites ,  et  dans  la  position  de  leurs  périhélies.  Pour  les 
déterminer,  nous  reprendrons  l'équation  trouvée  dans  le  n°.  67  , 

,         andt.  y/i— ea  fdR  \      a,(i—e*)  , 

ede~   •(-r-J  ■  .dR. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°.  48  ,  que  si  l'on 
prend  pour  plan  fixe,  celui  de  l'orbite  de  m,  à  une  époque  donnée , 
ce  qui  permet  de  négliger  dans  i?,  l'inclinaison  q>  de  l'orbite  m ,  sur- 
ce  plan  ;  tons  les  termes  de  l'expression  de  R  dépendans  de  l'angle 
*  'rit  —  i  n  t ,  seront  compris  dans  la  forme  suivante  , 

.    m'k. cos.  (i'rit~-int+i'i'< — ii — g^-^g'^'—g'^')  i 

*'>  g>  g  ■>  g"  étant  des  nombres  entiers  tels  que  l'on  a, 
o—i'—i—g—g—g".  Le  coefficient  i  a  pour  facteur  eg.elgl  .(Xaxig.y  )s", 
gi  g'i  g"  étant  pris  positivement  dans  ces  exposans  :  de  plus,  si 
l'on  suppose  i  et  i'  positifs  ,  et  i'  plus  grand  que  i;  on  a  vu  dans  le 
n°.  48  ,  que  les  termes  de  R  qui  dépendent  de  l'angle  i'n't — int, 
sont  de  l'ordre  i'  —  i,  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre ,  &c. ,  unités  ;  en  n'ayant  donc  égard  qu'aux  termes  de 
l'ordre  i' — i,  k  sera  de  la  forme  e«.  e'*'.ftang. \<p)s" .  Q ,  Q  étant 
une  fonction  indépendante  des  excentricités  et  de  l'inclinaison 
respective  des  orbites.  Les  nombres  g,  g,  g",  renfermés  sous  le 
signe  cos. ,  sont  alors  positifs  ;  car  si  l'un  d'eux,  g,  par  exemple, 
étoit  négatif  et  égal  à  — f,  h  seroit  de  l'ordre  f+g'+g"  ;  mais 
l'équation  o=i' — i — g — g — g",  donne  f+g'+g"  =  ï — ï+zfs 
ainsi  k  seroit  d'un  ordre  supérieur  à  z'< — i,  ce  qui  est  contre  la 

supposition.  Cela  posé ,  on  a  par  le  n°.  48,  (^j=(^-^}  pourvu 

que  dans  cette  dernière  différence  partielle ,  on  fasse  é  —  « ,  cons- 
Mécan.  cèl.  Tome  I,  Y  y 


354         MÉCANIQUE  CÉLESTE, 

tant  ;  le  terme  de        \  ,  correspondant  au  terme  précédent  de  R, 

est  donc 

m'.(i+g).&.  sm.(i  'rit  —int+ 1  i—  ii—gv  — g'J—  g"  Q'). 

Le  terme  correspondant  de  <Lfi  est 

m'.ink.dt. sin .(i'rit  —  int+i V—  it—gnr  —  gV—  g  G')  ; 

en  n'ayant  donc  égard  qu'à  ces  termes ,  et  en  négligeant  e°  vis-a- 
vis de  l'unité,  l'expression  précédente  de  ede,  donnera 

de  =  î£2*  j  ê:  sin  .<r»'f-  ?&+  f£- 1.  -  ^  -g'-'-  /a';  ; 


or  on  a 

à 

e 


fdk\ 

g.  e*-*  .  e'*' .  f  tang.  £  ?'X .  Q  =       J  ; 
on  aura  donc  en  intégrant , 

m  an        /  dk\  ,i  t      .         .,  ,     .  i  t       uni  \ 

e  —  — .   —  \.co?,.(îrit—int\ii—ii—g^—g^—g^J- 

p.(ïri — in)    \de  ) 
Maintenant,  la  somme  de  tous  les  termes  de  R,  qui  dépendent  de 
l'angle  i'rit —  i  n  t ,  étant  représentée  par  la  quantité  suivante  , 

m'. P.  sin. (i'rit —  int+ i't—  i %)  +  m' . F .  cos.  ( i'rit— int + i  V—  i  t)  f 
la  partie  correspondante  de  e  sera, 
m'an    A(éL\  Sm.(i/rit-int+U-h)  +  cos.(i'rit-mt+  U-U) 

p. (i'ri— in)   \\de  )  \*e  J 

Cette  inégalité  peut  devenir  fort  sensible ,  si  le  coefficient  i'ri —  in, 
est  très-petit,  comme  cela  a  lieu  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de 
Saturne.  A  la  vérité  ,  elle  n'a  pour  diviseur ,  que  la  première  puis- 
sance de  i'ri—  i  n, tandis  que  l'inégalité  correspondante ,  du  moyen 
mouvement,  a  pour  diviseur,  la  seconde  puissance  de  cette  quan- 
tité ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n°.  65;  mais  et  \  étant 

d'un  ordre  inférieur  à  P  et  P',  l'inégalité  de  l'excentricité  peut 
être  considérable ,  et  même  surpasser  celle  du  moyen  mouvement, 
si  les  excentricités  e  et  e'  sont  très-petites  ;  nous  en  verrons  des 
exemples  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter. 
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Déterminons  présentement, l'inégalité  correspondante  du  mou- 
vement du  périhélie.  Pour  cela,  reprenons  les  deux  équations, 

ede=m±£É£.  ;    £j!iL  -rv, 

auxquelles  nous  sommes  parvenus  dans  le  n°.  67.  Ces  équations 
donnent 

df=  y  de.  cos.  «  —  y.edw.sm.  «  ; 

ainsi,  en  n'ayant  égard  qu'à  l'angle  i'n't — int-^-i'i—ù—g^—g'^'—g"^, 
on  aura 

df=  m  .andt.  (jf*J  • cos- *•  sin.(i'n't — int-\-ïs'-~U — g** — g'tr' — g"f) 

— y-e  dtr.sin.tr. 
Représentons  par 

—  m' .  andt.  î  (^j  +  h'  j .  cos.(ï  nt— int  +  i  i'—U—gTz—g<x —g'b") , 
la  partie  de  y-  e  dtr  ,  qui  dépend  du  même  angle  ;  on  aura 
df=m\andt.{(^  +  ^'}.sm.(ïn't-int+ï^ 

—  m  .  andt  ^  ^gja^ ^'n't — lnt+  fa' — js — £g._j_  j  ) ,  v — g-V — g"6'). 


Il  est  aisé  de  voir  par  la  dernière  des  expressions  de  df,  don- 
nées dans  le  n°.  67 ,  que  le  coefficient  de  ce  dernier  sinus  ,  a  pour 
facteur  eg+1  .e'8' .  ftang.^  <p)s" ;  k'  est  donc  d'un  ordre  supérieur  de 

deux  unités,  à  celui  de  ainsi,  en  le  négligeant  vis-à-vis 

£e  (jfe)'  onaura 

m.  andt    (  dk\  •  -,  ,      -  „        ,  ,  on/-. 

 -.(      }. cos.  (m  t — mt-\-i\' — n — g™ — g^-~ *g  $  J  f 

y.  \dej 

pour  le  terme  de  e dv,  qui  correspond  au  terme 

m'k .  cos.  ( i'n't —  i  n  t + i'i —  it  —  g  ** — g'1*' — g"¥) , 
de  l'expression  de  R.  Il  suit  de-là  ,  que  la  partie  de  ™ ,  qui  corres- 
pond à  la  partie  de  R,  exprimée  par 

m'P . sin.  ( i'n't — i nt+i't' — it)  +  m'P' . cos.  (i'n't  —  in  t-\-ïï —  uj  , 

Yv  2 
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est  égale  à 


m  .an 


(y.,  (in' — in).e 

on  aura  donc  ainsi  ,  d'une  manière  fort  simple ,  les  variations  de 
l'excentricité  et  dupérihélie,  dépendantes  de  l'angle  i'n't— irit-\-i't'—ii. 
Elles  sont  liées  à  la  variation  {  du  moyen  mouvement ,  qui  y  cor- 
respond ,  de  manière  que  la  variation  de  l'excentricité  est 


i 

3  in 


de  dt 


et  la  variation  de  la  longitude  du  périhélie ,  est 

(in — in)   I  d\\ 
3  in.e      \  de  ) 

La  variation  correspondante ,  de  l'excentricité  de  l'orbite  de  m, 
due  à  l'action  de  m ,  sera 

 l_  (dd{'\ 

5i'n  .ë'\dë  dt) 
et  la  variation  de  la  longitude  de  son  périhélie ,  sera 

(iri- 


'iri — in)  / dl'\ 
3  in.e'     \de'  )  ' 


et  comme  on  a  par  le  n°.  65,  f = 
seront 

m.\/~a 


a     \de  .dtj 


et 


tri .  [/~a' 
(iri — i  n) .m.\/~a 


<\  ces  variations 


râ  /d:\ 


de  ~- 


3i'n'  .'m' -\/~~a'  '\de.dtj1       ~'~  Zï ri .ë .m  .\/~ci 

Lorsque  la  quantité  in' —  in ,  est  fort  petite ,  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  i'n't — int,  en  produit  une  sensible  dans  l'expression 
du  moyen  mouvement  ,  parmi  les  termes  dépendans  des  quarrés 
des  masses  perturbatrices  ;  nous  en  avons  donné  l'analyse  dans  le 
n°.  65.  Cette  même  inégalité  produit  dans  les  expressions  de  de  et 
de  d™ ,  des  termes  de  l'ordre  du  quarré  de  ces  masses ,  et  qui  n'étant 
fonctions  que  des  élémens  des  orbites  ,  ont  une  influence  sensible 
sur  les  variations  séculaires  de  ces  élémens.  Considérons  ,  en  effet, 
l'expression  de  de,  dépendante  de  l'angle  i'n't — int.  On  a,  par 
ce  qui  précède , 

m'.an.dt    (  /dP\  .  ,      .       „",".'  ".  .     /dP'\    .     ...  .      .  ,  ,  Y 

-.  -j  (  —  l.cos.(Y/z  t~mt-\-i  t  ~it) — l  —  ).sm.(i  n  t—mt+i 't  —U )  >. 
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Par  le  n°,  65  ,  le  moyen  mouvement  nt  doit  être  augmenté  de 

— :  .  { P.cos.fi  n  t—mt+i  t  — u )—P  .sin/i  n  t—int\-i  s  — u )}, 

(lu  —  inJ'.fjL  ' 

et  le  moyen  mouvement  rit ,  doit  être  augmenté  de 

Sm'an^i      m.\/~ a  ,  r_  ,  ,  ,  ,  ,  , 

— .    ,    r     {P .cos. (i rit— mt-V  i\  —ie)—P'.sm.(i'rit--int+ïi'—ù)\. 
[i  n-inf      m  .y  a  J 

En  vertu  de  ces  accroissemens ,  la  valeur  de  de  ,  sera  augmentée 
de  la  fonction 

3m'.a*.in3.dt  ,  (       /dP'\  /dP\) 

et  la  valeur  de        sera  augmentée  de  la  fonction 

g       ,  ..,  , — — — .  {i.m  .i/a'+t'.m.  \/a}.{  P.  (  — -  —  )  i 

On  trouvera  pareillement  que  la  valeur  de  Je'  sera  augmentée  de 
la  fonction 

 1    n  ■    -     •  {  » '  >»'■  /    +  »•*»•       }  •  |  -P  •  (  T7  ) — P'.  (  -  )  i 

8**»..  S\  (»'»'— w;a  K  l     vrft;/  \rf<vJ 

et  que  la  valeur  de  d<&'  sera  augmentée  de  la  fonction 

s.^a  .(in—mf  .e.  I      \de  J  \de  J  j 

Ces  différens  termes  sont  sensibles  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de 
Saturne  ,  et  dans  celle  des  satellites  de  Jupiter.  Les  variations  de 
e,  e',^  et  relatives  à  l'angle  — int,  peuvent  encore  introduire 
quelques  termes  constans  de  l'ordre  du  quarré  des  masses  pertur- 
batrices ,  dans  les  différentielles  de,  de',  dm  et  d^',  et  dépendans 
des  variations  de  e ,  e,  m  et  m,  relatives  au  même  angle;  il  sera 
,  facile  d'y  avoir  égard  par  l'analyse  précédente.  Enfin  il  sera  facile , 
par  notre  analyse,  de  déterminer  les  termes  des  expressions  de  e,  m, 
e'  et  ™,  qui  dépendans  de  l'angle  i'rit — in  /+ jY—  ii ,  n'ont  point 
i'ri —  i  n ,  pour  diviseur ,  et  ceux  qui  dépendans  du  même  angle  et 
du  double  de  cet  angle,  sont  de  l'ordre  du  quarré  des  forces  pertur- 
batrices. Ces  différens  termes  sont  assez  considérables  dans  la  théo  - 
rie de  Jupiter  et  de  Saturne,  pour  y  avoir  égard  .-nous  les  dévelop- 
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pesons  avec  l'étendue  qu'ils  exigent,  lorsque  nous  nous  occuperons 
de  cette  théorie. 

yo.  Déterminons  les  variations  des  noeuds  et  des  inclinaisons 
des  orbites ,  et  pour  cela ,  reprenons  les  équations  du  n°.  64 , 


Si  l'on  n'a  égard  qu'à  l'action  de  m',  la  valeur  de  i?  du  n°.  46 
donne 


(^)~X'^)=m'-{x'Z-XZ^\ 


{(*>■ 

-xfMy'- 

i 

i 

{(x 

-x)>+  (y- 

-y)*+  (z 
1 

-zry 

(f.r'2+ y'2 -\-z2)* 

{(a/ 

-x)*+(y'- 

-vj*+  (4 

-zry 

Soit  maintenant , 


les  deux  variables  p  et  q  détermineront,  par  le  n°,  64,  la  tangente 
de  l'inclinaison  <?  de  l'orbite  de  m,  et  la  longitude  Q  de  son  noeud, 
au  moyen  des  équations 

tang.  p  =  \/p*  +     j       tang.  0  =  -. 

Nommons  p',  q',  p",  q",  &c. ,  ce  que  deviennent  p  et  q ,  relati- 
vement aux  corps  m,  m",  &c.  :  on  aura  par  le  n°.  64, 
z~  qy — px  i        z'  =  q'j' — p'x'  ;  &c. 

La  valeur  précédente  de  p ,  différentiée ,  donne 
dp      i    f  de" — pdc  "I 
dt      c'\        dt  \* 

en  substituant  au  lieu  de  de  et  de  de",  leurs  valeurs  ,  on  aura 
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—  =  —  •  {(q — ç')-yy'+(p'~  p)-x'y}-{  1  


On  trouvera  pareillement 
-r=  —  •  \(p' — p)'XX+(a — q')*xy'}  .{  :  i } 

dt     c  t(V»+ya+a'^  {(x'-xf+Cy'-yf+tf-*)*}** 

Si  l'on  substitue  pour  x,y ,  x',  y',  leurs  valeurs  r.  cos.  v  ,  r.  sin.f , 
r'.cos.  v,  r'.sin.f'j  on  aura 

(q—q')  -yy'  +  (p'—p  )-x'y=  \~^\rr.  {  cos.C  e'+v)  -cos.(v'-p)  } 

+  fë^-j.rr.  (sin.C  p'+p)—s'm.(p'—p)  }  ; 

Cp'-p).xx'-\-(q—q').xy'  —  ^^^j.rr'.{cos.(p'+p)+cos  (p'—p)} 

+  (^^-j «  rr.  {sin.(V'+? )+sin.(p'-p) } . 
En  négligeant  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  orbites  , 


on  a 


r  =  a  j     i>  =  nt-\-i  ;     r'  =  a  ;     v'  —  n't+i  j 
ce  qui  donne 


ou  a  de  plus ,  par  le  n°.  48  , 


|aa — zaa  . cos.(n't- nt-\-e'--)-\-a'* }  1 


{ a1— zaa  .  cos.(n't—nt-\-e'—  ej+a'2  } 1 


7 = l .  s .      .  cos.  i(n't—nt^-i—  i); 


le  signe  intégral  2  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  entières ,  positives 
et  négatives  de  i,  en  y  comprenant  la  valeur  i  =  o  ;  on  aura  ainsi, 
en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  des  quarrés  et  des  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites , 
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dp      (q'—(l)  m'a    _  ,  ,  ,  ,  »  «« 

~  =  ,     v' .  — .  {  cos.     *  +     +  e'  +  0  —  cos .  (n't—nt  +  s'—  «;  } 

+  .  { sua/»  * + ^ + «  +  0  —  sin/»  t — nt+  e  —  ? ) } 

s  c     «  " 

+ (9       .  TO'  dtfjÊJSp),{  cos  .[£»+ 1  ;  .(Vf-77  H-  .'-î;]-cos.[C»+i;.Cn't-fï*+«'-«;+a»/+2e]} 
4e 

f?(7      f p' — p)  m'a    ,  , 

j-  st=  — • —  .—7-.  {cos.^/z  £  +  /z£  +  s  +  s^  +  cos.     £ — /zf+e' — sjj 

[  fl' — q  )  m'a    .  .         ,  ,  ,  ,       . , 

+  — — .  fsm.  f/z  t+nt  +  i  +O  +  S111.  (n  t—nt+t  —0} 

2c  a2 

+  .  m'taa',x. B®,  { cos.[f ï+ 1> (VzwzJ+e'-O] +cos. [(7+i;.(V^-n^'-0+2"*+a*]} 

4p 

La  valeur  i=  —  1  ,  donne  dans  l'expression  de  ~,  la  quantité 

constante  ^       .m' .ad .B  (~')  ;  tous  les  autres  termes  de  l'ex- 
4c 

pression  de      sont  périodiques  :  en  désignant  par  P,  leur  somme, 
et  observant  que  B^  =  B^\  par  le  n°.  48;  on  aura 

ai        4  e 

On  trouvera  par  le  même  procédé  ,  que  si  l'on  désigne  par  Q ,  la 
somme  de  tous  les  termes  périodiques  de  l'expression  de  -~,  on 

af 

aura 

dt  4c 

Si  l'on  néglige  les  quarrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 

orbites  ,  on  a  par  le  n°.  64 ,  c  =  \fv-a;  en  supposant  ensuite  p  =  1 

1     .             .  ,  m'.aa'.B^  ■ 
on  a  n'a  =  1,  ce  qui  donne  c~~i  *a  quantité  - —  ,  de- 
vient 


PREMIÈRE  PARTIE,  LIVRE  II.  56i 

.     .  m'.o'a'.nJSCO 
vient  ainsi,  ,  ce  qui  par  le  n°.  5q  est  égal  à  (0,1  ); 

on  aura  ainsi , 

d£=(0,r).(q'-q)+P; 

j  =  (o,i).(p—P')  +  Q. 

Il  suit  de-là,  que  si  l'on  désigne  par  (P)  et  (Q) ,  la  somme  de 
toutes  les  fonctions  P  et  Q,  relatives  à  l'action  des  différens  corps 
m',  m",  &c. ,  sur  m;  si  l'on  désigne  pareillement  par  (P'),  (Q'), 
(P"),  (Q"),  &c.  ,  ce  que  deviennent  (P)  et  (Q)  ,  lorsque  l'on  y 
.change  successivement  les  quantités  relatives  à  m,  dans  celles  qui 
sont  relatives  a  m',  m",  &c. ,  et  réciproquement  ;  on  aura  pour 
déterminer  les  variables  p ,  q ,  p',  q',p",  q'\  &c,  le  système  sui- 
vant d'équations  différentielles , 

%  —  ~  {  (O,  l)  +  (0,2)  +  &C. }  .  q  +  (o,lJ .  q'  +  (0,2) .  q"  +  &c.  +  (  P)- 

^  =  {(o,i)  +  (o,2)  +  &c.}.p—(o)i).p'—(o,2).p''—&c.  +  (Q); 
dp' 

77  =—  {( h°)  +  0,3;  +  &c. }  .  y'+fi,o; .  ftfip) .        &c.  +  fP' j; 

fiï+'C  h*) + &c. } r1}o;  .p—(i,2).p"—  &c. + CQ9,- 

&c. 

L'analyse  du  n°.  68-,  donne  pour  les  parties  périodiques  dejo,  q, 

p',  q\ 

P=f(P)-dt  ;  q  =f(Q) . dt ; 
p'=f(P').dt;  q'=f(Q').dt; 

on  aura  ensuite  les  parties  séculaires  des  mêmes  quantités ,  en  inté- 
grant les  équations  différentielles  précédentes ,  privées  de  leurs 
derniers  termes  (P),(Q),( F) ,  &c.  ;  et  alors  ,  on  retombera  dans 
les  équations  (C)  du  n°.  5g,  que  nous  avons  considérées  avec  assez 
d'étendue ,  pour  nous  dispenser  de  revenir  sur  cet  objet. 
Mécan.  cÉii.  Tome  I.  Z  z 
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71.  Reprenons  les  équations  du  n°.  64. 


1 — I —  tang.  9  =-7 

c  c 


d'où  résultent  celles-ci 

—  =  tang.*.  cos.  0  ;      °— =  tang.  ?.sin.  9. 

c  c 

En  les  différentiant ,  on  aura 

I.  tan  g.  9  =  - .  {  de' .  cos.  9  +  d  c" .  sin  J  —  de .  tang.  <p  }  ; 

c 

0 . tang.  ?  =  -.  { de",  cos.  9  —  e?ç' .  sin.  9 }  . 

de    de    dc^  . 

Si  l'on  substitue  dans  ces  équations ,  au  lieu  de  jjf  >  y£> /Jfy  leurs 

valeurs  y^g^*^),  ^^(^ 
et  au  lieu  de  ces  dernières  quantités ,  leurs  valeurs  données  dans 
le  n°.  67;  si  l'on  observe  de  plus  ,  que  5  =  tang.?. sin. (v  —  6)i  °« 
aura 

,,,mg.f=^î_!^.{,(^).si,,f,-s;+(^).coSf,-S;) 

 "  sm.^-  >^7/ 

Ces  deux  équations  différentielles  détermineront  directement  l'in- 
clinaison de  l'orbite  et  le  mouvement  des  nœuds.  Elles  donnent, 

sin,  d. tang.?  —  dû. cos.  (i>—9). tang.  ?  =  o ; 

équation  qui  peut  se  déduire  encore  decelle-ci,  s=tang.?.sm.(V--8>; 
en  effet ,  cette  dernière  équation  étant  finie ,  on  peut  par  le  n".  65 , 
la  différentiel- ,  soit  en  regardant  p  et  9 ,  comme  constans ,  soit  en 
les  traitant  comme  variables  ;  en  sorte  que  sa  différentielle  prise 
en  ne  faisant  varier  que  ?  et  9,  est  nulle  5  d'où  résulte  l'équation 
différentielle  précédente. 
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Supposons  maintenant  que  le  plan  fixe  soit  extrêmement  peu 
incliné  à  l'orbite  de  m ,  en  sorte  que  nous  puissions  négliger  les 
qaarrés  de  5  et  de  tang.  <P  ;  on  aura 

dt      '  ,       t  '  (âR\ 
cl .  tang.  ?  =  .cos.(e —  V).  l-jj  1>* 

dt    .    ,       .\  fdR\ 
S .  tang.  ?  =— -,  sm.  (v  —  B).  Kr-  J  ; 

en  faisant  donc  comme  précédemment , 

p  —  tang.  ? . sin.  9  ;        =  tang.  p.cosJ  ; 

on  aura,  au  lieu  des  deux  équations  différentielles  précédentes,  les 
suivantes , 

dt  /dR\ 
dq  =  —7.cos.v.{-[7); 

dt    .  /dR\ 

or  on  a  s  =  q.  sine. — />.cos.  v ,  ce  qui  donne 

/fZR\_     !     /dR\         (dR\___     i  fdfl\ 


partant 


dt  (dR\ 


On  a  vu  dans  le  n°.  48 ,  que  la  fonction  R  est  indépendante  de  la 
position  du  plan  fixe  des  x  et  des  y  ;  en  supposant  donc  tous  les 
angles  de  cette  fonction ,  rapportés  à  l'orbite  de  m,  il  est  visible 
que  R  sera  fonction  de  ces  angles ,  et  de  l'inclinaison  respective 
des  deux  orbites  ,  inclinaison  que  nous  désignerons  par  <p/.  Soit  8/ 
la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  de  m  ;  et  suppo- 
sons que  nft.Ctang.  <?/>'  •  cos.(i'nt—int+^—g.  8/;,  soit  un  terme 
de  R  ,  dépendant  de  l'angle  ïrit—  int  :  on  aura  par  le  n°.  60  , 

tang.  Py' .  sin.  8/  =p'  —  p  ;       tang.  <p/ .  cos.  8/  =  q'—  q  ; 

Zz  2 
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d'où  l'on  tire 

(taTig.,/;*.rin.gV=^^ 

tang.  ,/  .  cos.  g-  9/  ~  U">  +  V-ph\Tj}l  +  jf-I^P-P)-^  }  ' 

a 

En  n'ayant  donc  égard  qu'au  terme  précédent  de  if,  on  aura 

■g.  (tang.  <pl)g-1  .m'k.sm.{i'n't — int+A — (g— i)J,'}; 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs ,  dans  les  expressions  précédentes  de  dp 

et  de  dq ,  et  si  l'on  observe  que  l'on  a  à  très-peu  près  ,  c——; 

an 

on  aura 

g.m'k.an  . 
P  —  — — —,  '  (  tang.  ?/>'-1 .  sm.  {  ïrib  —  int+A— (g—  1  ) .  S  '  )  : 

E-m'k.an 

<?=    '.,  ,     .  ..  (  tang.  a  ')£-*  .cos.{i  n't—inf+A—Cff—i 

•ft..(i  n  —  m)         °    '  1  v ft       ^ •  /  J 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  s  =  q.  sin.  t>  — p .  cos.  t> , 
on  aura 

—  g.m'k.an 

s  =     ,.,  ,    .    •  ( tang.?»/)*-1  . sm.  {i'/z'i— i'/z£— f (V—  î  )  .  0/ )  . 

Cette  expression  de  s  est  la  variation  de  la  latitude,  correspondante 
au  terme  précédent  de  R  :  il  est  elair  qu'elle  est  la  même,  quel  que 
soit  le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  de  m  et  de  m, 
pourvu  qu'il  soit  peu  incliné  au  plan  des  orbites  ;  on  aura  donc 
ainsi  la  partie  de  l'expression  de  la  latitude ,  que  la  petitesse  du 
diviseur  ïri — in  peut  rendre  sensible.  A  la  vérité,  cette  inéga- 
lité de  la  latitude,  ne  renfermant  ce  diviseur,  qu'à  la  première 
puissance  ;  elle  est  sous  ce  rapport ,  moins  sensible  que  l'inégalité 
correspondante  de  la  longitude  moyenne ,  qui  renferme  le  quarré 
de  ce  diviseur  ;  mais  d'un  autre  côté  ,  tang.  <?/  s'y  trouve  élevé 
à  une  puissance  moindre  d'une  unité  ;  remarque  analogue  à  celle 
que  nous  avono  faite  dans  le  n°.  69  ,  sur  l'inégalité  correspondante 
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des  excentricités  des  orbites.  On  voit  ainsi  ,  que  toutes  ces  inéga- 
lités sont  liées  entre  elles  ,  et  à  la  partie  correspondante  de  R,  par 
des  rapports  très-simples. 

Si  l'on  différentie  les  expressions  précédentes  de  p  et  de  et 

si  dans  les  valeurs  de  ~  et  de      qui  en  résultent,  on  fait  croître 

dt         dr  u  ' 

les  angles  n  t  et  n't ,  des  inégalités  des  moyens  mouvernens ,  dé-r 
pendantes  de  l'angle  i'n't — int ;  il  en  résultera  dans  ces  différen- 
tielles ,  des  quantités  qui  seront  uniquement  fonctions  des  élémens 
des  orbites ,  et  qui  peuvent  influer  d'une  manière  sensible ,  sur 
les  variations  séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeuds ,  quoique  de 
l'ordre  des  quarrés  des  masses  perturbatrices  ■  ce  qui  est  ana- 
logue à  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n°.  69 ,  sur  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  aphélies. 

y  1.  Il  nous  reste  à  considérer  la  variation  de  la  longitude  s  de 
l'époque.  On  a  par  le  n°.  64 , 

,    f/<ZECO\  .  /dEW\    .  ;:-> 

dt  =  de.  j  (  --^-J.sin.  (p — ™)  +  j.\  — ^-J.sin.  2  ( p — +  &c.} 

~—d™.  {.E(,).cos.  (p —  ™)  +  jEW.cos. 2  (p — nr)+  &c.}y 

en  substituant  pour  FS'\  &c. ,  leurs  valeurs  en  séries  ordon- 

nées suivant  les  puissances  de  e  ,  séries  qu'il  est  facile  de  conclure 
de  l'expression  générale  de  _EW  du  n°.  16  ;  on  aura 

dî  —  —  2c?e.sin.  (p —  «J  +  i2e'.  d^.cos.  (V — ™) 

+ecZe.{f+^es+&c.}.sin.2^^-^;-eV/^.{|+^ea+&c.}.cos.2^-iir; 
—e*de.  {i+&tc.}  .sjn.5(V — m)  4-e3. dv.  {i  +  &c.}  .cos.5(V — <m) 
+  &c. 

Si  l'on  substitue  pour  de  et  ed™,  leurs  valeurs  données  dans  le 
n°.  67  ,  on  trouvera,  en  ne  portant  la  précision  que  jusqu'aux  quan- 
tités de  l'ordre  ea  inclusivement, 

a>.ndt     /■   /dR\ 

St  =  — - — .  V  i—e\{2,—\e.cQS.(v~'x)-he\cos.2(v — <*)}  .I—  j 


andt 


y.  Y  y 


,e.sm.(p —  v)'  {1  +  je.  cos.  (p- — «)} 
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L'expression  générale  de  de  ,  contient  des  termes  de  la  forme 

irik  .n  dt.  cos  (i'n't—  i  n  t+  A)  ,  et  par  conséquent  l'expression  de  i 

m'  .k,n     .     ,.11       «    .  i     yt  \  •  *1 

en  contient  de  la  forme  — — sm. (i  n  t— m  t+^4J  ;  mais  il 

i  n  —  in 

est  facile  de  se  convaincre  que  le  coefficient  k  dans  ces  termes,  est 
de  l'ordre  ï—  i ,  et  qu'ainsi ,  ces  termes  sont  du  même  ordre  que 
ceux  de  la  longitude  moyenne ,  qui  dépendent  du  même  angle. 
Ceux-ci  ayant  pour  diviseur  ,  le  quarré  de  ïri — in;  on  voit  que 
l'on  peut  négliger  à  leur  égard ,  les  termes  correspondans  de  s , 
lorsque  ïri— in  est  une  très-petite  quantité. 

Si  clans  les  termes  de  l'expression  de  de ,  qui  sont  uniquement 
fonctions  des  élémens  des  orbites  ,  on  substitue  au  lieu  de  ces  élé- 
mens ,  les  parties  séculaires  de  leurs  valeurs  ;  il  est  clair  qu'il  en 
résultera  des  termes  constans  ,  et  d'autres  termes  affectés  des  sinus 
et  des  cosinus  des  angles  dont  dépendent  les  variations  séculaires 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites.  Les  termes  cons- 
tans produiront  dans  l'expression  de  e ,  des  termes  proportionnels 
au  temps  ,  et  qui  se  confondront  avec  le  moyen  mouvement  de  m. 
Quant  aux  termes  affectés  de  sinus  et  de  cosinus  ,  ils  acquerront 
par  l'intégration,  dans  l'expression  de  s,  de  très-petits  diviseurs 
du  même  ordre  que  les  forces  perturbatrices  ;  en  sorte  que  ces 
ternies  étant  à-la-fois  multipliés  et  divisés  par  ces  forces  ,  ils  pour- 
ront devenir  sensibles ,  quoique  de  l'ordre  des  quarrés  et  des  pro- 
duits des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Nous  verrons  dans  la 
théorie  des  planètes,  que  ces  termes  y  sont  insensibles;  mais  ils 
sont  très-sensibles  dans  la  théorie  de  la  lune  et  des  satellites  de 
Jupiter ,  et  c'est  de  ces  termes ,  que  dépendent  leurs  équations  sécu- 
laires. 

On  a  vu  dans  le  n°.  65  ,  que  le  moyen  mouvement  de  m ,  a  pour 
expression  —.ffandt.dR,  et  que  si  l'on  n'a  égard  qu'à  la  pre- 
mière puissance  des  niasses  perturbatrices,  di?  ne  renferme  que 
des  quantités  périodiques.  Mais  si  l'on  considère  les  quarrés  et 
les  produits  de  ces  masses ,  cette  différentielle  peut  contenir  des 
termes  qui  sont  uniquement  fonctions  des  élémens  des  orbites. 
En  y  substituant  au  lieu  de  ces  élemens,  les  parties  séculaires  de 
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leurs  valeurs  ;  il  en  résultera  des  termes  affectés  des  sinus  et  des 
cosinus  des  angles  dont  dépendent  les  variations  séculaires  des 
orbites.  Ces  termes  acquerront  par  la  double  intégration,  dans 
l'expression  du  moyen  mouvement,  de  très-petits  diviseurs  qui 
seront  de  l'ordre  des  quarrés  et  des  produits  des  masses  pertur- 
batrices; en  sorte  qu'étant  à-la-fois  multipliés  et  divisés  par  les 
quarrés  et  les  produits  de  ces  masses,  ils  pourront  devenir  sensibles, 
quoiqu'ils  soient  de  l'ordre  des  quarrés  et  des  produits  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  des  orbites.  Nous  verrons  encore  que  ces 
termes  sont  insensibles  dans  la  théorie  des  planètes, 

nS.  Les  élémens  de  l'orbite  de  m,  étant  déterminés  par  ce  qui 
précède;  on  les  substituera  dans  les  expressions  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude  ,  que  nous  avons  données  dans  le 
n°.  22  :  on  aura  ainsi  les  valeurs  de  ces  trois  variables  au  moyen  des- 
quelles les  Astronomes  déterminent  la  position  des  corps  célestes.  En 
réduisant  ensuite  ces  valeurs  ,  en  séries  de  sinus  et  de  cosinus;  on 
aura  une  suite  d'inégalités  dont  on  formera  des  tables ,  et  l'on  pourra 
ainsi  calculer  avec  facilité ,  la  position  de  m,  à  un  instant  quel- 
conque. 

Cette  méthode  fondée  sur  la  variation  des  paramètres,  est  très- 
utile  dans  la  recherche  des  inégalités  qui  par  les  rapports  des 
moyens  mouvemens  des  corps  du  système,  acquièrent  de  grands- 
diviseurs  ,  et  par-là  ,  deviennent  fort  sensibles.  Ce  genre  d'inéga- 
lités affecte  principalement,  les  élémens  elliptiques  des  orbites  ;  en 
déterminant  donc  les  variations  qui  en  résultent  dans  ces  élémens, 
et  en  les  substituant  dans  l'expression  du  mouvement  elliptique  ; 
on  aura ,  de  la  manière  la  plus  simple  ,  toutes  les  inégalités  que  ces 
diviseurs  rendent  sensibles. 

La  méthode  précédente  est  encore  utile  dans  la  théorie  des 
comètes  :  nous  n'appercevons  ces  astres  ,  que  dans  une  très-petite 
partie  de  leur  cours  ,  et  les  observations  ne  font  connoître  que  la 
partie  de  l'ellipse  qui  se  confond  avec  l'arc  de  l'orbite  qu'elles 
décrivent  pendant  leurs  apparitions  ;  ainsi,  en  déterminant  la 
nature  de  l'orbite  considérée  comme  une  ellipse  variable ,  on  aura 
les  changemens  que  cette  ellipse  subit  dans  l'intervalle  de  deux 
apparitions  consécutives  de  la  même  comète;  on  pourra  donc 
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annoncer  son  retour ,  et  lorsqu'elle  reparoît ,  comparer  la  théorie 
aux  observations.  , 

Après  avoir  donné  les  méthodes  et  les  formules  pour  déterminer 
par  des  approximations  successives ,  les  mouvemens  des  centres  de 
gravité  des  corps  célestes  ;  il  nous  reste  à  les  appliquer  aux  différent 
corps  du  système  solaire  :  mais  l'ellipticité  de  ces  corps  influant 
d'une  manière  sensible,  sur  les  mouvemens  de  plusieurs  d'entre 
eux  ,  il  convient ,  avant  que  d'en  venir  aux  applications  numé- 
riques ,  de  nous  occuper  de  la  figure  des  corps  célestes ,  dont  la 
considération  est  d'ailleurs  aussi  intéressante  par  elle-même,  que 
celle  de  leurs  mouvemens. 
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